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∫ b

a

k(t, s)m(s)ds
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 ���������� ���� �� �� ∀x1, x2 ∈ X �
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���	��� Y�



���������	�� 


������	���	��

��������	�
��� 
�������� ��� ����� 
� ������� ���
���� ����
���� 
� ��������� �����
����
������ ������� ��������� �� 
����������� 
��� ��
� �
���� ��������� ��
���

��������	�
���� 
�� ����
�� ���������
���� ��� ������� ������
�� �� ����� ��� ���

�������� ����������� �� ��������

�������  �
� !�"����� #$%�&'�('�)*�$%+,� 
�� ���� ���� �� ��������	�
��� �����
� ��
���������� � ������ �� ���������
�� ����
���� ��������� �� � ����
��� ������
��� �����

�� ��	
��������� ���������� !�� ���� ������
� �� 
��� ������ �� 
��
� ����� ���
����
����
������ 
�� ���������
���� ������� ������� 
� 
�� ������� ������� ����
��� �� 
��
��������	�
��� ������
�� ���� 
� 	���� �� 
�� ��
� ��� ����������� -����
���
���� ����������
��
� ��� ���
� ������� �� ���
��� ������
����� .� ����� 
�� �� �� �� 
���� ��
����
�� 
��
 ����  ��� 
�� ��
� ��� ����� 
��� �� �
��� ������� �� ������ ����������� ��

�� ������� ����
��� ��� � ���	��� ����� �� 
�� ��������	�
��� ������
��� /��
 ��
��
������� �������� ��� ������
��� ������� 0 ��� 
��� ����� !�"��������"� ��������	�
���

�������� ��� �����
����� �������� �������	 �������
��� ���  ���  � ����� 
�� ������ 
� 
��
 ��� ��
���
��� ��������� ���� ��� ���
��� #%� &� $%� &'� '1� '(� (+2((� )(� ))� 3&� 3)� $&+,� 4��


� ���
��� ���� �� 
�� ���
 "�� � ���������� �� �� ������
��� ����������
��� ���
��

5��� 
�� ��
����
��� ��� ����
� ����� �� ��������� �
���� ������ �����
�� A� �
������� ��������	�
��� ��
��� ��� 
�� �����
�� ����
��� A(m) = d �������� 6����� �� ���
�������
��� �� 
�� 
��
���� ������� �����
�� A−1 : A(H1

)→ H1 �� � ������
{
Rλ
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Rλ(d) −−→

λ→0
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���� ����� �� ��� 	����	�� �� ���� ����� �� ��	! ��������� �� �����������! �	������ $�
���� ��� ����������� �� ��� �����	����� �	���	���� �� ��� ������ �� ���� �� �� ��������
��	������� ��	 �������� ��� 	�����	������� ��	�����	�� %����	� �� �������	��� �� ���
&������	�'��������	����� ���
 �� ������� � �������� ������	� ����� ���� ���� ����� ���
���	 �� ����	����� ���� ��	! �	������� ��������� �� ����������� ��� ������������� ����

���� ��������	

���� ������ ��� ( ���� ������	� �� ��� ���������� ��	����	� �� ��������

�� &�����	 " �� �	����� ��� ��� ������������ ��	�������� �� � )���� ����	���� �	�����
�� ������ ��� �	��������� �� �������! ��������� �� 	��������� ��� ��� ����� ���� ���!
�� ���	��� �� ����!��� ��� ��������� �� ��� 	������ �� �� �	���	�	! �����	 �� ����� ��
��	�������	��	� *��� �� ���	!����� �� +	�� �	������ ��	 ��� ����	�� ����� ��� ����������
����	 ���	��������� �� ���	��� ��	 �����	 ����	�� �	������ ���!� ��� ��������	 �����
������	� ���	� ���! �� ��� ���+� ��	���

&�����	 , �� � �����+� ��������� ����� ��� ��	����	� �� ��� ���	���� ������� �� -����
������������. ����	 �����	�� �	� ����	���� �� �	�	 �� ��		����! �	��������� ��� ����	!�
�� ���� ��� ��	��	����� ��� �� 	������

�� &�����	 / ���	� �� � ���	� 	����� �� ��� ���	����� ������� ��� ���������� �� ���
��	����� -���� ��� �� �� ��������� ��� ��	������� ��� ��	 �� � ����� ��	����� ���������
�������

&�����	 0 �� ������ �� � ����	�� ��������� ����� ���	�� ���	�� ����������� �������
���� �� ��	������ ���� ���� � ���	�� �� ��� 	����� �� � �������������� �� ���	�� ���	�����
'����	 �	��� ����	! �� �	��1! ���	��� �� ���� � ��� ���	���� ���� ��� ��� ���
�	��� ����	! �� �	������� ��� ���� ��	� �� ���� ������	 ����� ��� ����!��� �� ��� ���
�������� �� ��	����� ��	��	����� �� ���� ��� ���	����� ���� ����� ������� �� � �����
����	! �	������������ ���� �� ��������� ���� ���� 2*�'� ��� ��	����	�� �	� ����

&�����	 # ���	���� ��� '32 4'���� 3	����� 2	�)������5 ����� �� �������� ���
�� ��� ���� ���������� �� � �����	 ��6 �����	�

&�����	 ( ������� �� ��� ��	����� ��	��	������ ���������� �� ��� -���� ��� �� �
���	����������	! ��	����! ������ ��	����� �������� $� 	���� ��	� ���� �� �	� ���
��	���� �� ��	����� ��	��	������ ���! �� ���������! ��	���	 ��� 	������	�������	�����
������������ ����� �	� ��	����! ������� ���� ��	�����	 ���������

7�����!� ��� ��������� �	� �	����� ���	� 	������� ����	������ �	� ����� �� ����
����	� ������� �� ������� � �� 	����� ��� ����� ��	����	�� ��� �!���� �� ��� ��� ��
82�� 2*�'�� �� ��6 92& ���	�	���� ����� ������������ �	� ��� ��� ���	 ��� ��	
�
������� : ����� � 	����� �� ��� ���� ����	���� ��	��	����� ����!��� ���	���� ��������
���� ���� 
���� ��	! ����	������ 	����� �	��������



���������	�� 


���� ����	
� ������ ����	������

�� ������ ��� ��� ��	��
��� �
����� 
� �� ������� ������� �
���� �� ������ ������
�
������� ������  �
�
���! ����"#$ ��� ���� ������� ��� �
����� �������� ��� ���
�
��
���%

• �
���% ��� ������� &'&

• ������������% ��� ���&'& ��(��)��� �������

• ��
����
� *"��% ��� �
���! +$' ,-.

• ���/ ����
������% 
	�� 011 *2
��

• 3�������� �"����% ��4 �$0  ��� 5��4#

• �������� ���
�/% ��(��)��� 6+ 778

• �
������� �
���% 0�9: 0� ����� ���� �
�� ; �
�� < => �
���;�
�� < &='� �
��� ��
�
���

• 8��% 0$> *�  0>9 ,�;�
��#

• 7��/ �����% 0$> ��

• ��*% -������ ����
�� �
� ���������
�� ������*��������: �� �
�� ����� ��� �
��
)�� ��� ���)�� 
� ��
������ ��� �
��  ���� ���
 �+ 	������ ���;�
��#$

?
� �
�� �������� ���
�����
� �)
�� ��� ������� ��� @009A$

�����	�


?�
� � �
����
��� 	���
���! ��� �
� 
������� ������! )
�� �
������ 8
��� 
� ,���/
������� ��������� �
���� 	���
��! ���� ��� �
��)
�� 
��� ��� �������! ������ ������
��
���;
� 	���
� �
��
����� ��������� 
� ��� �
���6�$ ������������ ��������� ������� ���
������" �����	�� �
 ���� ��� 
�����
��$ 8
��� ��������� ������� ��� �������� 
� ��������
�
������� 
�����
��$ �� �
� 
������� ������! ‖ · ‖ �� ��� ��������� �
�� �
� )
�� 	���
��
��� ������
��$





������� �

	����
����� ������� ��

��������������� ����� ���������

��� ��� ����	
� �	� ������������
 �����������	


�� �������	 
������ �� ������� � ���� ������
 �� ��	 ������
 ��� ���� ���
� ���
���� ���� �
� ��������� ��
 ��� ���� ����� �� ��� ������ ���� �� �� 
�����
�� �
��
����� �����

� ���� ������� �� ������ ��� ��������� ��������� ���� �� ���� ��������� �
������ �	
�������� � 
�����
���� �������� �� � !"�#$%#&��'$���(�� )��!)*�

+������ �� ��� �� ���������� ��� ����� ��
����
� �� � ,��-���. �� �� ���� ������
���� ��� ���� ���� d(j)� j = 1, 2� ������� �	 ���� ��� �� ��������� ����
������
�� ��� ��-���� /� ������ ���� � 0�������	 ���
�1������2 �������� �1�
����� �1���� ��
�� ��� �� ���� �
����
����� �
������ ��� ����
��� ����� /� ��� �� 
�����
 ���
��-��� ��
����
� �
�� ��� ���� �
� �����
� �� ��� �� �������� � ,�����. �� ���� ��
����
��
�� ����
��� �� ���������

� ��� -��� ���
��� �
����� �� ��� � �������� ���� ������ ��� ��� ��� �������
m(1) �� m(2)� ����� ���������� �
������ ��� ���
�1����� ������� �� ��� ���������
�
������ ��� ���� �� ������ ���� �� �
��� ��� 
�3��
�� �������� �� ��� ��� �� ���
��������� ���� ��
 ��� ��� ����
���� ���
����� ���� �� ,-����. ��
� ������� ����
m(1) �� m(2) ������������	� 4���
�� ��� ��� ��������� �� ��� ����
���� ���
����
�� ��� ��� ��������5

‖A(m)− d‖+ λS��(m,m���, ξ) . 0���2

6�
�� ��� 7
�� ��
� �� ��� ����� ��
� 0��� 8������� ������� �
�� ��� ��������� ��
��� ����
��� ����2 ���
� ��� ���	
�� ���
��� A �� �� �����
 � ����
 �
 � �����

���
���
 �1�
����� ��� �
����� ���
���� ��� ����
��� ���� �
�� ��� ���� ��-����
��� ����� ��
� � 0���2 �� ��� ����
���
���� ��� 0��������� ������ ���� ��
�����
����

���25 ��
� �� ������ ��� ������� ������� ��������
� 09+:2 ��
������ �� �������
� �"#� & ��' ��))*� ����� �� ��7�� ��

���(m,m���, ξ) =

∫
Ω

(m−m���)
2

(m−m���)2 + ξ2
�V 0�� 2

���
� m��� �� � ���� 
 ������ ����
� �� ��� �1������ ����� �� ξ �� � �����
 ������
�������� �
�
���� ��� �������� m��� �� ���� ��� �� � ������ �����
��� ������ ��� ��



�� ��������	
�� ����	� �� ������������	� ��	� 	����	�

��� ������	
 ���	�� � ����� ��� �� �� �������� �� �� ����� ���� ����������� ��
�������� ������� ��� � �����	� ���	� ������ ���� ���� ���	
 �� ���� ���(m,m���, ξ)→
����(m − m���) �� ξ → 0� ��� ξ ���	� �� ������� �� ��
��������		
 ������
 ��
������� ����� �� �� ��	��� ��� m ����� ���� m���� ���� ������ �� 	���� �� ��
���������� �� ���	� ��
��������		
 ����������  ���	
 �� ��	�� �� ����� �����	���
!����� ������ ���������� �� ξ �������� ��  ����� �� ������� ���������� �� "!�
������� �� �������	��	
 ������	 ��� ��������� ���� ����� ��������� ��� ��� ��������
�� ��	
 ������ ��� ���	
#� �� $%&'�%((�%()*�

+��� 	���	
 ����� ��� ������ ������ �� ������	 ��� �� ���	���#����� ����,
�����	� ���� �� ��� ������� �� ����� 	�
������ ��-� ���	���#����� $%&� ).� '/� %/(*� ��
�� "������,!��� ���	���#����� $'0� '1*� 2	�������	
� �� ���	� �	�� ������� ��
�����,�������,���������� ���	���� ����	�#� 	���,�3���� �����	����� �� �� 4���� ��,
������ $(/5('*� 6��� �� ��� ��������� ��� ��� ��� ���	������� ����� �� ���������
������	����� �� ���� �������������� ��� ����� ��� ����� ��������� �� �����,
������� ����		
 ����� �� �� ���	������� �� ����� 7 ����� �� ���� � �����
�� ������� �� �	���
 ����� ��������� ��� ��� ���	 �� �� ������# �� 8��	������
�	���������9 �  ��� �� ��	� ���� �� ��		��� ����� ������ �� �		 ����	����
�������� �������

�� :������ ��	���	�� λ �� �%�%�� ��	���	
��� ���� �� ���;� �� �� ���	���#�����
���� ������� �� ���� �� ���� �� ������#����� �� �� �� ������� <�� �� �����
�� ��	� �� ���� ������� �� � ����� �� ���� $0(* ��� � ��� 	�������  ����� �����
����	
 ������� ��� �� 	�� �������� ��������� ��� �������� �� �������� ����	�� �
3��� �		 ��������� ���
������ �
������� ��� � ��� �� � ������	 ������ �� �� ����
	�	 �� ����� �� ��� ������� $%&�%/�%&'*�� =� ����	 �� ������� ��	� �� �������
�
 �3������ ���� �� 3������

‖Φ(m, d)‖ = ε �%�/�

�� �����;�� ��� Φ(m, d) �� � ���� ���
������ �������� ��� ε �� �� ���� �� ��  ��,
�����	 ����������

=� �� ��� �� 4���� ��������� ��� :������ ��	���	��� �� ����		
 ��� �����
��� ���� 3������� �%�/� ��� �� � ��	�� ��� �� �	���� ���;� �� �� ��� ���	�� �� ��
������ ��� �� ��� �� 	����� ��� 	����������� ����	,��� 4���� �������� �� �����
��� � ���3�� 	�� ��������� 3������ ��� � ����� �� $0%*� ��� �� ��� ������ �����������

�������������

:� �� ������� ��� �� ����� ��� �� 4���� ���������	� +� �� �� ���� ����� ��
��	���� ����� ����	�� �� ��� �� ���	�� ���� �� �����	����� ���>�� �� ��	����� ����,
�����	 � �
��
� ����������� ���� ��� � ����	��	� =� �� ����� ��� �� 4���� ���������
���� ���������	 � �
��
� ����������� ���� � ���� �� �� �� �� ���	� �� ���� ���� ����,
������ �� �� ���������� ��	�� ����� �� �� ��� ������� ��� �������� �� �����	
 ��
�� �����,���� �	����� ������������ ���� ����� �� �� ���������� ���������� �� ��
�����	
 �� �� 	�����,���� �	����� ������������ ��� ��� ����� ?���� ���� ���� �� ��
��	
 ����������� � �����@ � ����� ����� �� ����� �� �� ���������� �� �� ��� ���	� ��
���� ������� �� ������� ������� �	�� �� �	���� ���������� ���� ����� �� �� ����,
������ ��� � ������ ��� �� ��� ���	�� �� �� �� ������������ �� ������� �� $0%*�
� ;��� �������� � ��
����
� ���
���
 S(m)� A��	��
��� ������ ��� � ���� ��������
������� �� ���� �� �� �������� �� �� ��������� �������� �� �� �������� ������,
���#��� �� ����� ��������� ����� �� �����	��� ��� ���� �� �� �������� �� �� �����
�� ���� ����� �	��� �� �������� ���������� ��� �������� �� � B���
����	 ������� ��
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�� ����	� �� 
�� [0, 1] ��
����	� ��  !�"� S
������� �� 
�� ����	�� �� 
�� #��	���� �� 
�� ����	�� ����� �� ��� 
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�� �
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��� �����
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S(m(j), ξj) =

∣∣∇x m(j)
∣∣2∣∣∇x m(j)

∣∣2 + ξ2j
%��&'
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�� ����	 ������ �����
������	��
(�� �����
�� %��&' �� �	�� ����� �� ������� ���	�
�� ����� %)*+' �����
��$ �
�
���������� �� ����	�� 
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�� �����
(�� �����
�� %��&' ��	� �	�� �� ���� �� 
�� ��		����� ����

S(m(j),m(j)
���
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Ω

(
S(m(1), ξ1)− S(m(2), ξ2)

)2

(
S(m(1), ξ1)− S(m(2), ξ2)

)2

+ ξ23
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P
(
m(1),m(2), d(1), d(2),m(1)

���
,m(2)

���
,λ, ξ

)
=∥∥A1(m

(1))− d(1)
∥∥2

+
∥∥A2(m

(2))− d(2)
∥∥2

������

+ λ1

∫ (
m(1) −m

(1)
���

)2

(
m(1) −m

(1)
���

)2

+ ξ21

�V + λ2

∫ (
m(2) −m

(2)
���

)2

(
m(2) −m

(2)
���

)2

+ ξ22

�V ������

+ λ3

∫ ( (∇x m(1)
)2

(∇x m(1))
2
+ ξ23

−
(∇x m(2)

)2
(∇x m(2))

2
+ ξ24

)2

( (∇x m(1)
)2

(∇x m(1))
2
+ ξ23

−
(∇x m(2)

)2
(∇x m(2))

2
+ ξ24

)2

+ ξ25
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Bj(m
(j)) =

Aj(m
(j))

δ
��� d̃(j) =

d(j)

δ
j = 1, 2
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��
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A1 0
0 A2

)
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m(2)

)
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S��(m
(j), ξj) =

L∑
i=1

(m
(j)
i −m

(j)
i,���)

2

(m
(j)
i −m

(j)
i,���)

2 + ξ2j
j = 1, 2.
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=
∥∥∥A1(m

(1))− d(1)
∥∥∥2

+
∥∥∥A2(m

(2))− d(2)
∥∥∥2
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+ λ1

L∑
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(m
(1)
i −m

(1)
i,���)

2

(m
(1)
i −m

(1)
i,���)

2 + ξ21
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L∑
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(m
(2)
i −m
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i,���)

2
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(2)
i −m

(2)
i,���)

2 + ξ22
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L∑
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(∇x m(1)

i )2

(∇x m(1)
i )2 + ξ23

− (∇x m(2)
i )2

(∇x m(2)
i )2 + ξ24

)2

(
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i )2
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i )2 + ξ23
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i )2 + ξ24
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Wj = Wξj(m
(j)) = ���

((
(m

(j)
i −m

(j)
i,���)

2 + ξ2j
)−1/2
i=1,...,M

)
j = 1, 2. ����,!

����

S��(m
(j)) =

M∑
i=1

(
m

(j)
i −m

(j)
i,���

)2(
m

(j)
i −m

(j)
i,���

)2
+ ξ2j

=
∥∥Wj

(
m(j) −m(j)

���

)∥∥2

2
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∇m
(‖W (m−m���)‖22

)
= ∇m

((
W (m−m���)

)T (
W (m−m���)

))
����.!

= 2

(
∇m

(
W (m−m���)

))
W (m−m���) . ����/!
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W (m−m���) =

(
m1 −m1,���√(

m1 −m1,���

)2
+ ξ2

, . . . ,
mM −mM,���√(

mM −mM,���

)2
+ ξ2

)T

����	


��� ���� ����

∂

∂m�

⎛⎝ mi −mi,���√(
mi −mi,���

)2
+ ξ2

⎞⎠

= δ�i

(
(mi −mi,���)

2 + ξ2
)1/2 − (mi −mi,���)

[
1
2
2(mi −mi,���)

(
(mi −mi,���)

2 + ξ2
)−1/2]

(mi −mi,���)2 + ξ2

= δ�i
(mi −mi,���)

2 + ξ2 − (mi −mi,���)
2(

(mi −mi,���)2 + ξ2
)3/2

= δ�i
ξ2(

(mi −mi,���)2 + ξ2
)3/2 �, i = 1, . . . ,M, ������

���	� δ�i 
� ��� 	�����	�� �������� �� ����

∇m (W (m−m���)) = �
��

⎛⎜⎝
⎛⎝ ∂

∂mi

mi −mi,���√(
mi −mi,���

)2
+ ξ2

⎞⎠
i=1,...,M

⎞⎟⎠
= �
��

⎛⎝(
ξ2(

(mi −mi,���)2 + ξ2
)3/2

)
i=1,...,M

⎞⎠ ������

��
�� 
� � M ×M ���	
�� ����
�� ���� �� ������� 
�  ������ ����

2

(
∇m

(
W (m−m���)

))
W (m−m���) =

= 2 �
��

⎛⎝(
ξ2(

(mi −mi,���)2 + ξ2
)3/2

)
i=1,...,M

⎞⎠ ·
· �
��

⎛⎝(
1(

(mi −mi,���)2 + ξ2
)1/2

)
i=1,...,M

⎞⎠ (m−m���)

= 2 �
��

⎛⎝(
ξ2(

(mi −mi,���)2 + ξ2
)2

)
i=1,...,M

⎞⎠ (m−m���)

= 2ξ2W 4(m−m���)

= 2ξ2

(
m1 −m1,���(

(m1 −m1,���)2 + ξ2
)2 , . . . ,

mM −mM,���(
(mM −mM,���)2 + ξ2

)2
)T

����!�

�δ�i =

{
1 �� � = i,

0 �������	�




�� ��������	
�� ����	� �� ������������	� ��	� 	����	�

����� �� � M × 1 ���	
� ������ �	

��������

∇m(j)

(∥∥Wj

(
m(j) −m(j)

���

)∥∥2

2

)
= 2ξ2jW

4
j

(
m(j) −m(j)

���

)
j = 1, 2.

�� ��
�	� ���� �� ����� ��������� � ����� ����� �� 	���� ������� � ���

∂

∂m�

mi −mi,���(
(mi −mi,���)2 + ξ2

)2
= δ�i

(
(mi −mi,���)

2 + ξ2
)2 − (mi −mi,���) 2

(
(mi −mi,���)

2 + ξ2
)2
2 (mi −mi,���)(

(mi −mi,���)2 + ξ4
)4

= δ�i
(mi −mi,���)

2 + ξ2 − 4(mi −mi,���)
2(

(mi −mi,���)2 + ξ4
)3

= δ�i
ξ2 − 3(mi −mi,���)

2(
(mi −mi,���)2 + ξ2

)3 �, i = 1, . . . ,M. ������

 ��� !�� ��  ����� � ��� �j = 1, 2��

∇2
m(j)m(j)

(∥∥Wj

(
m(j) −m(j)

���

)∥∥2

2

)
= ∇m

(
2ξ2jW

4
j

(
m(j) −m(j)

���

))

= 2ξ2j����

⎛⎝(
ξ2j − 3

(
m

(j)
i −m

(j)
i,���

)2((
m

(j)
i −m

(j)
i,���

)2
+ ξ2j

)3
)

i=1,...,M

⎞⎠ ����"�

= 2ξ2jW
6
j ����

((
ξ2j − 3

(
m

(j)
i −m

(j)
i,���

)2)
i=1,...,M

)
���#$�

����� �� �M×M 
����%� &�� ���� ��� �� ��� 
�%� ��������� �� ��  ����� ���	�
�� ������� �! m(j) ����� �� m(j) �����  ��� � ��� �� %������ %������� �! ��
'��� ��� ����� ��������� �! �� 
���
	
 �	����� ����������� ��
 !�� ���� 
�����
��� ���� � ��� �� �� ����������� �! �������(��) 
����� !�� �� *���� !	��������

���
��������

&�� � ��� �� ������� �� ������ ��
� +� � 
������ �!��� ���� !	�������� ��
���� �� � ����	 
������ !	������ y(m) ����� ����� �� �� ������� ������� �! ��

��� ����!� ,� �� !�������� ��	��� � ������� �� ��� ��� �� ������� �������� ��
�����%�
��� �� � !������ ��-���� �� �������� ���� � �%� �������� �� ����
������������� ���
��

����� ��� ����
� ���� ��� 
�����	 ���������� ��
����������� 
���
 hxt� t = 1, 2, 3� ���

�����	� ��
����� ��� 
��		 ������ �

�� �	
� ���� ξ� > 0 ∀� = 1, . . . , 5� ���� ���
�������� ���� ��
���� �� ��� ����	 �� ��� ������� ��������	 ��� �� ������� �


∇m(j) �� = (−1)j−14ξ2j+2ξ
2
5

[(
1T
M ⊗ IM

)
DTD

(
IM ⊗m(j)

)]
· ����

(((‖∇x m(j)
i ‖22 + ξ2j+2

)−2)
i=1,...,M

)
W 4

5 (y
(1) − y(2)) .

���#��



��� �����	
	 �	���
��	� �����

��� ��

������ �� ������� �	� 
��������� �� ���� ������������ �	� ���������� �� ����� �� ���
��������� ��������� ��
 �	�� �� ��� �	� �	��� ����� �	� ������� ���������� �������� ���
�	� ������� �	��� �	� ��������� ��������� �� �	� ��� ��
��� 
����� �	���� �	� �� �����
�	� ������� ������� ������� �� �� �	� 
�������� �� �	� ��� ��
�� ��������� ����������
!�� �� 
������

y
(j)
i = y

(
m

(j)
i

)
=

∥∥∇x m(j)
i

∥∥2

2∥∥∇x m(j)
i

∥∥2

2
+ ξ2j+2

j = 1, 2 "#�$$%

��
 y(j) =
(
y
(j)
1 , . . . , y

(j)
M

)T
�� ��� ����� �	� ������ ���� ��

���(m) =
M∑
i=1

(
y
(1)
i − y

(2)
i

)2(
y
(1)
i − y

(2)
i

)2
+ ξ25

���	 m =

(
m(1)

m(2)

)
. "#�$&%

'����� �� �����
����� �	� ��������

Wj+2 = Wξj+2

(
m(j)

)
= 
���

⎛⎜⎝
⎛⎝ 1√∥∥∇x m(j)

i

∥∥2

2
+ ξ2j+2

⎞⎠
i=1,...,M

⎞⎟⎠ , j = 1, 2, "#�$(%

W5 = Wξ5(m) = 
���

⎛⎜⎝
⎛⎝ 1√(

y
(1)
i − y

(2)
i

)2
+ ξ25

⎞⎠
i=1,...,M

⎞⎟⎠ , "#�$)%

�� ��� ����	�� �������� �	� *+, ���� ���������� ��

���(m) =
∥∥∥W5

(
y(1) − y(2)

)∥∥∥2

2
. "#�$-%

�� ������� �	� ���� 
������� �� �	� ������� ���� ���	 ������� �� �	� j��	 ��
��� j = 1, 2�
�� ��� ����� ����� �	� �	��� ����� 	����

∇m(j) ��� = 2

(
∇m(j) y(j)

)(
∇y(j)

(
W5(y

(1) − y(2))
))

W5(y
(1) − y(2)) , "#�$.%

������� ∇m(j) y(k) = 0 �	�� k �= j� /� ��� �����

W5(y
(1) − y(2)) =

⎛⎜⎝ y
(1)
1 − y

(2)
1√(

y
(1)
1 − y

(2)
1

)2

+ ξ25

, . . . ,
y
(1)
M − y

(2)
M√(

y
(1)
M − y

(2)
M

)2

+ ξ25

⎞⎟⎠
T

"#�$0%

��
 �� ������
��� �� �	� ���� ��� �� ��� "#�#)% �� 	�� ��� j = 1

∂

∂y
(1)
�

⎛⎜⎜⎝ y
(1)
i − y

(2)
i√(

y
(1)
i − y

(2)
i

)2

+ ξ25

⎞⎟⎟⎠ = δ�i
ξ25((

y
(1)
i − y

(2)
i

)2

+ ξ25

)3/2
�, i = 1, . . . ,M.

"#�$1%



�� ��������	
�� ����	� �� ������������	� ��	� 	����	�

��� j = 2 �� ���� 	
����

∂

∂y
(2)
�

⎛⎝ y
(1)
i − y

(2)
i√(

y
(1)
i − y

(2)
i

)2
+ ξ25

⎞⎠

= δ�i

−((y(1)i − y
(2)
i )2 + ξ25

)1/2 − (y
(1)
i − y

(2)
i )

[
−(y(1)i − y

(2)
i )

(
(y

(1)
i − y

(2)
i )2 + ξ25

)−1/2]
(y

(1)
i − y

(2)
i )2 + ξ25

= δ�i
−(y(1)i − y

(2)
i )2 − ξ25 + (y

(1)
i − y

(2)
i )2(

(y
(1)
i − y

(2)
i )2 + ξ25

)3/2
= δ�i

−ξ25(
(y

(1)
i − y

(2)
i )2 + ξ25

)3/2 �, i = 1, . . . ,M. ������

��
��� 	
 ���� �����

∂

∂y
(j)
�

⎛⎝ y
(1)
i − y

(2)
i√(

y
(1)
i − y

(2)
i

)2
+ ξ25

⎞⎠ = δ�i(−1)j−1ξ25
(
(y

(1)
i − y

(2)
i )2 + ξ25

)−3/2
j = 1, 2,

������
����� �, i = 1, . . . ,M � �
 δ�i 	� ���	
 ��� ���
������ ������ ������� �� ��� ���� 	
���
	
 ��	� ������  �!�� 	� "������ ����

∇y(j)

(
W5

(
y(1) − y(2)

))
= (−1)j−1ξ25 	��

(((
y
(1)
i − y

(2)
i

)2

+ ξ25

)−3/2
i=1,...,M

)
= (−1)j−1ξ25W 3

5 ����#�

��	�� 	� � M ×M 	���
�� ����	��
$�� �� ���� �� ���%!�� ��� ���	�
� �" y(j) �	�� ���%��� �� m(j)� ���� 	� ��� ����	�

∇m(j) y(j) = ∇m(j) y(m(j)) = ∇m(j)

(
y
(j)
1 , . . . , y

(j)
M

)T

j = 1, 2. ������

&� "����� �
�� ���	
 "�� ���	�� 
����	�
 ��� �!%�����	%� j ���
�� ���� "������ �%%�	��
�� ���� ���� m(j) ��%�������� �
 �� ������ ���� ���� ��� �%��	�� ���	�
� ∇x m 	�

�%%���	���� �� � �"������ '
	�� 	(���
�� �%������ G =
(
GT

x1
, GT

x2
, GT

x3

)T
�!�� ����

∇x m =

⎛⎜⎝
∂

∂x1
m1(x)

∂
∂x1

m2(x) . . . ∂
∂x1

mM(x)
∂

∂x2
m1(x)

∂
∂x2

m2(x) . . . ∂
∂x2

mM(x)
∂

∂x3
m1(x)

∂
∂x3

m2(x) . . . ∂
∂x3

mM(x)

⎞⎟⎠ ≈

⎛⎜⎝
(
Gx1m(x)

)T(
Gx2m(x)

)T(
Gx3m(x)

)T
⎞⎟⎠ ����)�

����� Gxt 	� ��� M × M ����	� �" ��� "����� '
	�� 	(���
�� �%%���	���	�
 �" ���
���� ��	���	�� �	�� ���%��� �� ��� �%��	�� ����	
��� xt� t = 1, 2, 3�  �� "��� �" �����
	������ �%������� 	� ���� �
��
 �
 �%�
� �
 ��� ����	
� �����
 �� 
!���� ��� �%��	��
����� �" ��� 	�����	*� ���!��+ �� ���!�
 �
 ��� ��%�	�	� "��� �" G ����� 	
 ��� ����	�
�
,�
�	��	
� '��� ��� �%��	�� ���	�
� �%%���	���	�
 �" ���� i-�� ���� ���%�
�
� mi(x)
�� ����

∇x mi ≈
(
(Gx1)i∗m, (Gx2)i∗m, (Gx3)i∗m

)T

= (SiG)m = gi i = 1, . . . ,M, ����.�



��� �����	
	 �	���
��	� �����

��� ��

����� (Gxt)i∗ �� ��� i��� �	� 	
 ��� ����� Gxt � t = 1, 2, 3� ��� Si �� ��� �	�����	�����
��������� 	
���� ����� 3× 3M � ���� ��

Si =

⎛⎜⎝ eTi
eTM+i

eT2M+i

⎞⎟⎠ =

(
0 . . . 1 . . . 0 0 � � � � � � � 0 0 � � � � � � � 0

)
�0 � � � � � � � 0 0 . . . 1 . . . 0 0 � � � � � � � 0

0 � � � � � � � 0 0 � � � � � � � 0 0 . . . 1 . . . 0

↑ ↑ ↑
i M + i 2M + i

������

�	 ���� SiG �� � 3 × M ����� ��� gi �� � 3 × 1 �	���� ����	�� 
	� ��� i = 1, . . .M �
�	������� ��� �������� ���� ������� �	 ��� �	��� �� ���

∇m (∇x mi) ≈ ∇m gi = ∇m
(
SiGm

)
=

(
∇m m

)(
SiG

)T
= GTST

i . ������

 � ��� �����

∇m
(‖∇x mi‖22

) ≈ ∇m (
gT
i gi

)
= 2

(
∇m gi

)
gi

= 2
(
SiG

)T
gi = 2

(
SiG

)T (
SiG

)
m ����!�

����� �� � M × 1 �	���� ����	�� "	��	���� #$ �������

z(mi) = ‖∇x mi‖22 ��� yi = z(mi)/
(
z(mi) + ξ2

)
������ ξ �� ξ3 	� ξ4�� 
�	� ��� ����� ���� ��%� ���$ �	 ��� �� �� ����&� ����

∂yi
∂m�

=
∂

∂m�

(
z(mi)

z(mi) + ξ2

)
= δ�i

ξ2(
z(mi) + ξ2

)2 ∂

∂m�

(
z(mi)

)
�, i = 1, . . . ,M.

����'�
(��� �� 	#����

∇m yi(m) =
(
∇m z(mi)

)(
d

dz
yi(z)

)
≈ 2

(
ξ2
(
z(mi) + ξ2

)−2)
GTST

i SiGm i = 1, . . . ,M. ���&)�

*$ ��#��������� ���&)� �� ������ �� ��� 
	� j = 1, 2,

∇m(j) y(j) ≈ [
GTST

1 S1Gm(j) . . . GTST
MSMGm(j)

]
· ����

((
2ξ2j+2

(‖∇x m(j)
i ‖22 + ξ2j+2

)−2)
i=1,...,M

)
���&��

����� �� � M ×M ������ �������  � ��� �������� ���&�� �� � �������$ ��+����� ��$ ����
��� �	�� 	
 ��	������ m(j), �� ��-��

D =

⎛⎜⎝S1G
� � �

SMG

⎞⎟⎠ = ����
((

SiG
)
i=1,...,M

)
���&.�



�� ���������	�
 ������ �� ������������� ����� ���������

����� �� � 3M ×M2 ��	
� ���
�	 ���
��� �� ���� DTD = ����
(
(GTST

i SiG)i=1,...,M

)
���

[
GTST

1 S1Gm(j) . . . GTST
MSMGm(j)

]
=

=
(
IM . . . IM

)⎛⎜⎝GTST
1 S1G

� � �

GTST
MSMG

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝m(j)

� � �

m(j)

⎞⎟⎠
=

(
1T
M ⊗ IM

)
DTD

(
IM ⊗m(j)

)
, �����

��	
	 1M = (1, . . . , 1)T �� ���	� M × 1 ��� IM �� ��	 M ×M ��	����� ���
���

����� �� ������������ ������ ����� ��� ����� ���� ����� �	  ��!!� ���	 ��	 	��
	�����
"�
 ��	 �
���	�� �" ��	 #������ �	
� ���� 
	��	�� �� ��	 j$�� ���	!%

∇m(j) ��� = 2

(
∇m(j) y(j)

)(
∇y(j)

(
W5(y

(1) − y(2))
))

W5(y
(1) − y(2)) �����

≈ 2

[(
1T
M ⊗ IM

)
DTD

(
IM ⊗m(j)

)
����

((
2ξ2j+2

(‖∇x m(j)
i ‖22 + ξ2j+2

)−2)
i=1,...,M

)]
·
[
(−1)j−1ξ25W 3

5

]
W5(y

(1) − y(2))

= (−1)j−14ξ2j+2ξ
2
5

[
GTST

1 S1Gm(j) . . . GTST
MSMGm(j)

]
· ����

(((‖∇x m(j)
i ‖22 + ξ2j+2

)−2)
i=1,...,M

)
W 4

5 (y
(1) − y(2))

����&

= (−1)j−14ξ2j+2ξ
2
5

[(
1T
M ⊗ IM

)
DTD

(
IM ⊗m(j)

)]
· ����

(((‖∇x m(j)
i ‖22 + ξ2j+2

)−2)
i=1,...,M

)
W 4

5 (y
(1) − y(2))

����'

����� �� � M × 1 ��!��� �	���
 "�
 	��� j = 1, 2�

(	 ��� ������	 ��	 )	����� ���
�� �" ��	 #������ "��������!� *�+	
	��!� "
�� ��	
���	 �" ��	 ��� ���	�	��	�� 
	��!�
������� �	
��� �	 ��!! �		 ���� ��	 )	����� �" ��	
#������ �	
� �� ��� ��!��, �������!� �	����	 ��	 �
���	��� ���� 
	��	�� �� m(1) ��� m(2)

�	�	�� �� ���� ��	 ���	!� ��
���� ��	 �	
� y(1) − y(2)� -�
	��	
� �� ���� "�!!��� �	
��!! !��, "�
 �	
������	� ���� 
	��	�� �� ��	 ���	!� �� ��	
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 �� ����� ���� �� �������� ��� �������� ���������� �� ��� ���� ��������
����� �� ��� ���� ��� ������

������� ������ ��� ��� ��� ����� !�� ����� ������� �� ��� !������� ��������� �� ��� ������

��������� ����� ����� ��� ����� !�������� �� ��� ����� "!������� �����# ���� �� ��� �������
��� ���� ���!�� 	� $�� �� ���� ���� ����� ��������� �� � ������ �� !������� �����������
%���� ��� �����!�� ������� ���� �� ����� �&���� ���� �������� �� ��� �������� ���������
��������� �� ������ ���� ��� �������� ����	�
� ���	������ 
 �� ���� ������ ���� �� ���
!������� ����� ��� ����� ���� ��� ������� �� ����� ���� ��� ������� '��������( ��������
�� ����� !������� ����� ��� � )��� ��������� �� ��� ��������� ������� ��� �������� �� ���
�������

*���� ����� ���������� �� ��� ������ ����� ��� ���� �� ��� �������� �������� G� ���
����������+� ��,� �� �������� � ���� ���� ����� �� ������� �� ���� ������� ��������� '���
�� ��� ��)� ��� !� ��&����� �� ��� ����� ����������(
 �� ���� ht = hxt  t = 1, 2, 3 ���
����� �������� ���� ��)��� -������ ���+� ���� Lt = Lxt  t = 1, 2, 3 ��� ���!�� �� ����� ��
���� ������� ���������� .������ L = L1L2L3 �� ��� ����� ���!�� �� ����� �� ��� �������
.������� ��� ��� ���� ������� ��������� x1
 ��� L1 ��/����� ����� �� ���� ���������� ���
���������� ���!��� �� ��� ������ �������� �� ��� �������� �������� �� ���� !�

∂ mi(x)

∂x1

≈ Δx1mi =
mi+1 −mi

h1

��� ��� ��� L1 − 1 ����� !�� ��� ���� ��� ����� �� �� )���� $���� ��� �������� �������
�������� �������� ��� ����� ����� ��� !� ������� ��

Bx1 =
1

h1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−1 1

−1 1
� � �

� � �

−1 1
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭L1 − 1 ����

L1×L1

'��	(

0� ��������� ��� ��������� ��� ��� ��� ����� ��/����� ����� ����� ��� ���� ������� ��������� 
�� ��� ��� �������� ������� �������� �������� ��� ��� ����� ������ �� � !���, ��������
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��� ��

������

Gx1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
Bx1

Bx1

� � �

Bx1

⎞⎟⎟⎟⎠
L×L

�	�	


���� L2L3 ������ �� ������� ���� Δx1m(x) = Gx1m�
�������� ��� ��� ������ ������� ���������� x2� ���� ��� ��������� ������ ��� �������

�� ��� �������� ����� �� L1� ��� ��� ����� �� ����� �� ��� ������� ���� ���� ��� ��� x2�
����� ��� ������� �������� ����!���!� ���� � "���� #�� ��� ������ ����� �� ���� ��!�

∂ mi(x)

∂x2

≈ Δx2mi =
mi+L1

−mi

h2

.

$���� �� ��� ����� ��� �������� ������� ����!���!� �������� ��� ��� ��� ����� �� ���� %�����&
�� ��� ����  ��� �������� �� ��� x1x3 ����� ��

Bx2 =
1

h2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−I

L1
I
L1−I
L1

I
L1

� � � � � �

−I
L1

I
L1

0
L1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭L2 − 1 ���� ����

(L1L2)×(L1L2)

�	�'


����� I
L1

��� 0
L1

��� ��� L1 × L1 �������� ������ ��� ���� ������� ��������!���� (�
�������� ��� �������� ��� ��� ��� ����� %������& �� ��� ����  ��� �������� �� ��� x1x3 �����
��� ��� ��� �������� ������� ����!���!� �������� �� ��� ������ ��������� ��� ��� �����
������� � ��� �� � ���� ��� ���� ������

Gx2 =

⎛⎜⎜⎜⎝
Bx2

Bx2

� � �

Bx2

⎞⎟⎟⎟⎠
L×L

�	�)


���� L3 ������ �� ������� ���� Δx2m(x) = Gx2m�
*���� �������� ��� ����� ������� ���������� x3� ��� ��������� ������ ��� ������� ��

�������� ����� �� ���� ��������� �� ��� L1L2� ��� ��� ����� �� ����� �� ��� ������� ����
���� ��� ��� |x2|� ����� ��� ������� �������� ����!���!� ���� � "��� ����� ��� ������� ���
���������� ������� �� ��� ��� ������ ��� ��� �������� ������� �����
� #�� ��� ������
����� �� ��!�

∂ mi(x)

∂x3

≈ Δx3mi =
mi+L1L2

−mi

h3

.

$�� �������� ������� ����!���!� �������� ��� ��� ��� ����� �� ���� %�����& �� ��� ����  ���
�������� �� ��� x1x2 ����� ��

Bx3 =
1

h3

(
−I

L1L2
I
L1L2

)
(L1L2)×2(L1L2)

�	�+


����� I
L1L2

�� ��� �������� ������ ��"�� (L1L2) × (L1L2)� (� �������� ��� �������� 
��� ��� ��� ����� %������& �� ��� ����  ��� �������� �� ��� x1x2 ����� �� ����� ��� ��������



�� ������	
 �	���	��� �� ����� ��	����

������� ����	���	� 
�����
� �� ��� ����� ������ �������
� �
� ��� ��
�� �
����� � � ��
��
����� ������
��� ������

Gx3 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Bx3

Bx3

� � �

Bx3

0
L1L2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
L×L

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−I I

−I I
� � � � � �

−I I
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭L3 − 1 ��
�� �
�

L×L

�����

����� 0
L1L2

� ��� (L1L2)× (L1L2) ���� ������� �� �
��
� ���� Δx3m(x) = Gx3m�
�
�� ���� �� ��� 
� �
�����
�� ����������� ���� �	�������� ������ ��� ���� ������

���� ��� ���� � � ht ����
� �� ��
���� ����
��! ������� ��� �
� ��
 ������� +1 ���
−1 �� ��� 
�����
� ��	� �
 �� ��������� ���� ��� ������
��� 
� ��� ������� �������
��� ������ 
� ��� �
����
����� ��"����� ���� �� ���� �������
�� #
��
	��� �
�� ����
������ �� ��� ������ �
�������
� 
��� ��
� ���� ����� ��� �$����	��� ������ �� ���

����
� 
� ��� ��	��� ��
���� ��� �
�������� ��� ��� 
���� ����� ���������� %�� ������
M 
� ���� &�������' ���� ��������� ��� �
��� � � �� ��� ������ ���
� ��
��� (���
�
������� ��� ������� ������ ��������� ������
���� ���� ��� ��	
�	�� �
 �
����� ���
������� ����	���	�! ������ �� ��� ��� ��� ����)������ �
��� 	���
� � ����� �������

*����� ��� �
� ��� ������ �������� 
� ��� ������� ������ ����	���	� 
�����
� Gxt �

����� �����	
� �
��
��� �� ��
�	�� Ci

(� �
� ������� ��� ������ �������� 
� ������� Ci� i = 1, . . . ,M �
+��� ������ �
 ���� ��� ������������ �� ����� ��� �������� 
� ��� �
� �������

�������� �� *����� ��,�
-��
����� �
 �,�./�� ��� ������ �������� ∇x m ���
��

∇x m =

⎛⎜⎝
∂

∂x1
m1(x)

∂
∂x1

m2(x) . . . ∂
∂x1

m36(x)
∂

∂x2
m1(x)

∂
∂x2

m2(x) . . . ∂
∂x2

m36(x)
∂

∂x3
m1(x)

∂
∂x3

m2(x) . . . ∂
∂x3

m36(x)

⎞⎟⎠ ≈

⎛⎜⎝
(
Gx1m(x)

)T(
Gx2m(x)

)T(
Gx3m(x)

)T
⎞⎟⎠ ���0�

����� Gxi
� ��� M×M (���� 60×60) ������ 
� ��� �
����� 1���� ��$������ ����
������
�


� ��� �
��� ����	���	� ���� ������ �
 ��� ������ �

������� xt�
(� ��
 ������ ��� ������
� ������ Si �� �,�.2�� � �� 3× 3M = 3× 3 · 60!

Si =

⎛⎜⎝ eTi
eT60+i

eT2·60+i

⎞⎟⎠ =

(
0 . . . 1 . . . 0 0 � � � � � � � 0 0 � � � � � � � � 0

)
�0 � � � � � � � 0 0 . . . 1 . . . 0 0 � � � � � � � � 0

0 � � � � � � � 0 0 � � � � � � � 0 0 . . . 1 . . . 0

↑ ↑ ↑
i 60 + i 2 · 60 + i

���3�
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��� ������	� Gx3

������ ���	 
������ �������� �� ��� ������� ������ ���������� �������� Gxt ��������
�����������

� ���� SiG � � 3×M (3×60) ������ ��� gi � � 3×1 ������ ������� ��� ��� i = 1, . . . 60�
��������� ����� �� ���� �� ��!�� Ci = (SiG)T (SiG)� i = 1, . . . , 60 ��� �� ���� L1 =

5� L2 = 4� L3 = 3� ��� ��� �� �� ���� �� ���� ������ ���������� "������� L = L1L2L3 = 60
� ��� ����� ��� �� �� ���� �� ��� �������

#�� ������� ������� ���������� �������� �� ��� ������� ���� ������ �� x1� ��� ��� !��
L1 ���� ���  � ������� �

Bx1 =
1

h1

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
−1 1

−1 1
−1 1

−1 1
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ 5− 1 ���

5×5

���$�

%� ��������� ��� �������� ��� ��� ��� ����� ��&����� ���� ����� ��� !�� ������ ��'
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Gx1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−1 1 0 0 0
0 −1 1 0 0
0 0 −1 1 0
0 0 0 −1 1
0 0 0 0 0

� � �

−1 1 0 0 0
0 −1 1 0 0
0 0 −1 1 0
0 0 0 −1 1
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
60×60

������

�� ���������� Gx1 
�� m �� ��� 
 40 × 1 ������ ������ �	
� �� �	� i �	 ���� ����
���
mi+1 −mi

h1

�

!� �	� �
�� �
�� �� �
� ����� �	� ��	�� �
������ Bx2 � Gx2 � Bx3 � Gx3 
�"

Bx2 =
1

h2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 −1 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 −1 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 −1 0 0 0 0 1

� � �

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
4− 1 ����� ����

20×20
������

Gx2 =

⎛⎜⎜⎝
Bx2

Bx2

Bx2

Bx2

⎞⎟⎟⎠
60×60

������

Bx3 =
1

h3

⎛⎜⎜⎜⎝
−1 1

−1 1
� � � � � �

−1 1

⎞⎟⎟⎟⎠
20×40

����#�

Gx3 =

⎛⎝Bx3

Bx3

0

⎞⎠}
3− 1 ����� ����

60×60

����$�

%��� ��� �
�	 i = 1 . . .M � �� �
� ������ SiG� �	
� �� 
 (3× 108) · (108× 36) = 3× 36
�
��� �
�����
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����� ������ �	 �
� ������� �	�� 	� �
� Ci ������ ��������� �	� ���
 i��
 ��� �� ���
������� SiG� �
�� �� � (3× 3M) · (3M ×M) = 3×M ������ �������

�� �
� ���� �	� 	� SiG� 	�� �
� �	���� ���
 ������� i ��� i+1 
��� �	����	 ��������
����� −1 ��� 1� ������������ �	� i �= kL1� ���
 k = 1, . . . , L2L3� �� 	�
�� �	���� �
�� ��
���� �	� ���
 �� �
��
 �� �	� �� �
� �	���� 	� �
� ���
� �� �
� x1 �������	� �� ����� �	
�
�� �������	� �� �������� �� !� �
� �	��	� "������#� �	����	�� �
�� �	� ��� ��	 ��
������� �� (

Si

)
1,∗G =

(
Si

)
1,1:M

Gx1

�
���
(
Si

)
1,∗ �� �
� ���� �	� 	� Si ���

(
Si

)
1,1:M

�� ��� ��������	� 
����� $��� �
� ���� M

�	�����
�� �
� ���	�� �	� 	� SiG �
� 	�� �	����	 �	���� ��� �
� i��
���� �
� %i + L1&�

�
� �	�������� −1 ��� 1� ������������ �	� i �= {k(L1L2), k(L1L2) − 1, k(L1L2) − 2}�
k = 1, . . . , L3� '���� �
�� �������� ������� 
	�� ���� �	� ���
 �� �
�� �� �	� �� �
� ���
�
�	���� �� �
� x2 �������	�� (� ���� �
�� �������	� �� �������� 	�

������ �
� �	����	 ������� 	� �
� �
��� �	� 	� SiG ��� �	����	��� �� �	���� i ���
i+ L1L2 ���
 ����� −1 ��� 1� ������������ �	� i �= (L1L2L3)− k� k = 0, . . . , (L1L2)− 1�
(� ����� �	 �
�� �������� ������� �� �������� 
� �
��
 �� �	��	� �	 � ��� �
�� ��� �	�
�� �
� ���
� �	���� �� �
� x3 �������	��

'��	�	��� �	 �
� ���� �	�� �
� ���	�� ��� �
��� �	�� 	� SiG ��� �� ������� ��(
Si

)
2,∗G =

(
Si

)
2,M+1:2M

Gx2 ���
(
Si

)
3,∗G =

(
Si

)
3,2M+1:3M

Gx3 .

)	� �� ��� ��� 
	� �
� M×M ������ �������� Ci = (SiG)T (SiG)� i = 1, . . . ,M � 		#
�#�� ����� �	������ � �� ���
 ����� i �
��
 �� �	� �� �
� ���
� �	���� 	� ��� �������	��
*
� ������� 	� �
� ������ Ci ��� �
� �		���� (

Ci

)
i,i
= 1/h2

1 + 1/h2
2 + 1/h2

3 %+�,-�&(
Ci

)
k,k

= 1/h2
1, k = i+ 1, %+�,-�&(

Ci

)
k,k

= 1/h2
2, k = i+ L1, %+�,-�&(

Ci

)
k,k

= 1/h2
3, k = i+ L1L2, %+�,-�&(

Ci

)
k,i

=
(
Ci

)
i,k

= −1/h2
1, k = i+ 1, %+�,-�&(

Ci

)
k,i

=
(
Ci

)
i,k

= −1/h2
2, k = i+ L1, %+�,-�&(

Ci

)
k,i

=
(
Ci

)
i,k

= −1/h2
3, k = i+ L1L2. %+�,-�&

�	� ��������� �	������ �
� ���� i = 1 �
� 60× 60 ������ C1 = (S1G)T (S1G) ���	���

C1 =

(i) (i+ 1) (i+ L1) (i+ L1L2)
↓ ↓ ↓ ↓⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

���
���

���
���

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. . . 1/h2
1 + 1/h2

2 + 1/h2
3 −1/h2

1 . . . −1/h2
2 . . . −1/h2

3 ← (i)
. . . −1/h2

1 1/h2
1 ← (i+ 1)

���
� � �

. . . −1/h2
2 1/h2

2 ← (i+ L1)
���

� � �

. . . −1/h2
3 1/h2

3 ← (i+ L1L2)
%+�,.&



�� ������	
 �	���	��� �� ����� ��	����

����� ��� ���	 ���
��� �������� �� ���������	 �������� ���� ��� �� ��� ����� ���������
�� ��� ����� ������ 
������ �������� ����� ����� �	 ������ ���� ������	 ������ ��
����� �	 �� ����� ����� ���� ��� �� ��� �� ��� ���������� �� � �� � ����� ����� ���
�� ��� ����� ��

 ��!� �������� ��� ��� ��� ��  ���� i � ��� ������ ���	 �� ��� x1 ���������� ��� ��
�������	 � �� ����� ����� ���������� � �� � �� ����� "� �	 ��� ��� ������� Ci ��������
����  ���� i ���� ����� ���������� �����# �� ����� �� $�� ��� ����� ����� Ci �� ��
�����%

(
Ci

)
i,i
= 1/h2

2 + 1/h2
3 ����&�(

Ci

)
k,k

= 1/h2
2, k = i+ L1, ����&��(

Ci

)
k,k

= 1/h2
3, k = i+ L1L2, ����&��(

Ci

)
k,i

=
(
Ci

)
i,k

= −1/h2
2, k = i+ L1, ����&��(

Ci

)
k,i

=
(
Ci

)
i,k

= −1/h2
3, k = i+ L1L2. ����&��

$�� �������� ��� ��� ���� i = 10 �� ��� ��� ������ '����� ��� 60 × 60 ����� �����
C3 = (S3G)T (S3G) �� � �������%

C3 =

(i) (i+ 1) (i+ L1) (i+ L1L2)
↓ ↓ ↓ ↓⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

���
���

���
���

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. . . 1/h2
2 + 1/h2

3 0 . . . −1/h2
2 . . . −1/h2

3 ← (i)
. . . 0 0 ← (i+ 1)

���
� � �

. . . −1/h2
2 1/h2

2 ← (i+ L1)
���

� � �

. . . −1/h2
3 1/h2

3 ← (i+ L1L2)

.

����(�
)���#  ������ ����� ����� �� �������� 
��� �������� ���� ������� �� C1 �� ����*��

+������� ���  ���� i ����� �� � ��� ��#�� ������ �� ��� x2 ��������� ���	� ��� ��
�������	 � �� � �� ��� ����,��� ����� �������	 � ����� ����� "� �	 ��� ��� �������
Ci �������� ����  ���� i ���� ����� ���������� �����# �� ����� �� ��� �������� �� ���
����� Ci �� ���� ��� �� ������� �%(

Ci

)
i,i
= 1/h2

1 + 1/h2
3 ����-�(

Ci

)
k,k

= 1/h2
1, k = i+ 1, ����-��(

Ci

)
k,k

= 1/h2
3, k = i+ L1L2, ����-��(

Ci

)
k,i

=
(
Ci

)
i,k

= −1/h2
1, k = i+ 1, ����-��(

Ci

)
k,i

=
(
Ci

)
i,k

= −1/h2
3, k = i+ L1L2. ����-��

$�� �������� ��� ���� ���� ����� i = 36 �� ��� ��� ������ '����� �� ��� ��������#



��� �����	
� �
��
���� �� �� �����
��� ��

������ �����	 C7 = (S7G)T (S7G)


C7 =

(i) (i+ 1) (i+ L1) (i+ L1L2)
↓ ↓ ↓ ↓⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

���
���

���
���

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. . . 1/h2
1 + 1/h2

3 −1/h2
1 . . . 0 . . . −1/h2

3 ← (i)
. . . −1/h2

1 1/h2
1 ← (i+ 1)

���
� � �

. . . 0 0 ← (i+ L1)
���

� � �

. . . −1/h2
3 1/h2

3 ← (i+ L1L2)

.

����

������������ ��� � ���� i ����� �� �� ��� ����� ������ �� ��� x3 ��������� ���� �� ����
���� ��������  ����� ���� ��� ���������� ! ���  ��� ��� �����"��� #� ��� ���� ���
�������� Ci �������� ���� � ���� i ���� ����� ���������� ������ �� ����� �� $�� ��������
�� ��� �����	 Ci �� ���� ���� ��� ������� ��


(
Ci

)
i,i
= 1/h2

1 + 1/h2
2 ��!��(

Ci

)
k,k

= 1/h2
1, k = i+ 1, ��!��(

Ci

)
k,k

= 1/h2
2, k = i+ L1, ��!��(

Ci

)
k,i

=
(
Ci

)
i,k

= −1/h2
1, k = i+ 1, ��!��(

Ci

)
k,i

=
(
Ci

)
i,k

= −1/h2
2, k = i+ L1. ��!��

%�� ��������� ��� ���� ���� ����	 i = 47 �� ��� ��� �	����� ��� ��� ��������� ������ �����	
C47 = (S47G)T (S47G)


C32 =

(i) (i+ 1) (i+ L1) (i+ L1L2)
↓ ↓ ↓ ↓⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

���
���

���
���
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. . . 1/h2
1 + 1/h2

2 −1/h2
1 . . . −1/h2

2 . . . 0 ← (i)
. . . −1/h2

1 1/h2
1 ← (i+ 1)

���
� � �

. . . −1/h2
2 1/h2

2 ← (i+ L1)
���

� � �

. . . 0 0 ← (i+ L1L2)

.

���

$���� ��� ��� �� �������� ��� ����� �� ����� ���� ��� �������������� �� ��� �����
������ �� �������� ���������� ����������� #� �������� "��� ����� ����� ���� ��� �� ��� �����
������ �� x1 ��� x2 ����������� &� ����� ����� ��� ���������� ! ���  ��� ���� �����"���
����� ��������  �� ���� #� ��� ���� ��� �������� Ci �������� ���� � ���� i ���� �����
���������� ������ �� ����� �� $�� ���'��� �������� �� ��� ������������� �������� Ci ���



�� ������	
 �	���	��� �� ����� ��	����

��� �������	
� (
Ci

)
i,i
= 1/h2

3 �����(
Ci

)
k,k

= 1/h2
3, k = i+ L1L2, �����(

Ci

)
k,i

=
(
Ci

)
i,k

= −1/h2
3, k = i+ L1L2. �����

�	 ��� �������� �	� �� ����� ����� ��� �	��� i = 20� ��� ����� ��� ������ ������ C20 =
(S20G)T (S20G) ���

C9 =

(i) (i+ 1) (i+ L1) (i+ L1L2)
↓ ↓ ↓ ↓⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

���
���

���
���

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. . . 1/h2
3 0 . . . 0 . . . −1/h2

3 ← (i)
. . . 0 0 ← (i+ 1)

���
� � �

. . . 0 0 ← (i+ L1)
���

� � �

. . . −1/h2
3 1/h2

3 ← (i+ L1L2)

. ����

�� ���	 ��	����� ��� ����� ���� ��� �� ��� ��
�� ������ �� x1 �	� x3 ��������	�� �����
���������� � �	� � ��� ���� ����� ��� ����� !������"  �� 	��� �� ��" ���� ��� ��������
Ci �������� ���� � ���� i ���� ����� ���������� ����	
 �� ����� �� #�� 	�	$��� �����	��
�	 ��� ��������	��	
 �������� Ci ��� ��� �������	
�(

Ci

)
i,i
= 1/h2

2 ��%��(
Ci

)
k,k

= 1/h2
2, k = i+ L1, ��%��(

Ci

)
k,i

=
(
Ci

)
i,k

= −1/h2
2, k = i+ L1. ��%��

�	 ��� �������� �	� �� ����� ����� ��� �	��� i = 50 �	� ��� ��������	��	
 ������ ������
C50 = (S50G)T (S50G) ���&� ��&�

C33 =

(i) (i+ 1) (i+ L1) (i+ L1L2)
↓ ↓ ↓ ↓⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

���
���

���
���
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. . . 1/h2
2 0 . . . −1/h2

2 . . . 0 ← (i)
. . . 0 0 ← (i+ 1)

���
� � �

. . . −1/h2
2 1/h2

2 ← (i+ L1)
���

� � �

. . . 0 0 ← (i+ L1L2)

. ��'�

(�	������	
 	�� ��� ����� ���� ��� �� ��� ��
�� ������ �� x2 �	� x3 ��������	�� �����
����������  �	� � ��� ���� ����� �� �	� !������" � ���� ������ ��� 	�	$��� �����	�� �	
��� ��������	��	
 �������� Ci ��� ��� �������	
�(

Ci

)
i,i
= 1/h2

1 ��)��(
Ci

)
k,k

= 1/h2
1, k = i+ 1, ��)��(

Ci

)
k,i

=
(
Ci

)
i,k

= −1/h2
1, k = i+ 1. ��)��



��� �����	
� �
��
���� �� �� �����
��� ��

�� ��� ���� ��� ���	
��� Ci 	������ �	�� � �� i �
�� ����� �	���	�
�� ����� �� �����

�� �� ��	 ������� ��� �� �
�� 
���� i = 58 
� 
� ���� � ���
�
��� ���� 
�� ���	
�
C58 = (S58G)T (S58G) 
��

C35 =

(i) (i+ 1) (i+ L1) (i+ L1L2)
↓ ↓ ↓ ↓⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

���
���

���
���
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. . . 1/h2
1 −1/h2

1 . . . 0 . . . 0 ← (i)
. . . −1/h2

1 1/h2
1 ← (i+ 1)

���
� � �

. . . 0 0 ← (i+ L1)
���

� � �

. . . 0 0 ← (i+ L1L2)

. ������

�
���� ��� ��� �� �� ��� �
��	��
 �� ����
� 
� �� ��� ���	��� ��	��	� ���� 
� �� ��� 	
���
��	��	 �� � ��� ��	�� ���	�
���� �
	���
��� �
����������� !�
� �� ���� ��� ��"� ���
��������	 �� ������� ��� ��	��	� �
#�	���� ���	��
���
�� �� ��� �
	���
��� ��	
"��
"� ��
�	� ����
��	
�� 
� ��
� ����	� !��	���	�� ��� ��		������
�� ���	
� CL 
� ��� 
����
���
�� ���	
�� ��	 ��	 ������ ��
� ����� C60 = 0$ ��
� 
� ��� ��� ���	
� 
� ����� ��

�
��	� ��% ����� ��� ���	�
�� ��	����	�� �� ��� Ci ���	
����

����� ����	
�� 	������ �� ������	 w(i,j)

�� ��� ��	
"� ��� ���
�
� ��	�� �� ��� "����	� w(i,j)� ��
�� �	� �
#�	��� ������
�� ��
��� ���
�
�� �� ��� �� �
��
� ��� �
��	��
 ��
�� �	
�� ���� 
� ������
�� �� ������	 
��

���� i 
� �� ��� ��	��	 �� ���� ���	�
���� ����
� �
	���
���

�� �
 ��"��� &	�� ��� ���� ��	 ��� ��	��	� �
#�	���� ���	��
���
�� �������

'��(� ����
��	 � �� �
�� 
���� i ��
�� 
� ��� �� ��� 	
��� ��	��	 �� ��� �
	���
��� !��
������� �� ��� "����	 w(i,j) �	� ��� ����
���

w
(i,j)
i =

(
m

(j)
i

h2
1

+
m

(j)
i

h2
2

+
m

(j)
i

h2
3

)
−

(
m

(j)
i+1

h2
1

+
m

(j)
i+L1

h2
2

+
m

(j)
i+L1L2

h2
3

)
����)��

w
(i,j)
i+1 = −m

(j)
i

h2
1

+
m

(j)
i+1

h2
1

����)��

w
(i,j)
i+L1

= −m
(j)
i

h2
2

+
m

(j)
i+L1

h2
2

����)��

w
(i,j)
i+L1L2

= −m
(j)
i

h2
3

+
m

(j)
i+L1L2

h2
3

����)��

*���
��	 ��� ��� ���� �� � �� i �� ��� ��	��	 ��� �� ��� x1 �
	���
��� ���� 
� +	���	��
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������ ��	
 ������� ���������� �� ������� Ci ������� ���������� ��������

� �� ����� ����� ���������� � �� 	 �� ����� ��� ��� ����� ������ w(i,j) �� �� �����


w
(i,j)
i =

(
m

(j)
i

h2
2

+
m

(j)
i

h2
3

)
−

(
m

(j)
i+L1

h2
2

+
m

(j)
i+L1L2

h2
3

)
���	 �

w
(i,j)
i+1 = 0 ���	 !�

w
(i,j)
i+L1

= −m
(j)
i

h2
2

+
m

(j)
i+L1

h2
2

���	 ��

w
(i,j)
i+L1L2

= −m
(j)
i

h2
3

+
m

(j)
i+L1L2

h2
3

���	 ��

"������� ���  ���� i ����� �� � ��� ����� !����� �� ��� x2 ��������� ����� ��� �� #�������
� �� 	 �� ��� ����$��� ����� #������� � ����� ����� %�� �������� �� ��� ������ w(i,j)
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�� ���� ��� �� ������� �


w
(i,j)
i =

(
m

(j)
i

h2
1

+
m

(j)
i

h2
3

)
−

(
m

(j)
i+1

h2
1

+
m

(j)
i+L1L2

h2
3

)
���	��

w
(i,j)
i+1 = −m

(j)
i

h2
1

+
m

(j)
i+1

h2
1

���	���

w
(i,j)
i+L1

= 0 ���	���

w
(i,j)
i+L1L2

= −m
(j)
i

h2
3

+
m

(j)
i+L1L2

h2
3

���	���

���������� ���  ���� i ����� �� � ��� ����� ������ �� ��� x3 ��������� ���� �� �!� ���
"������� 	 ����� ���� �� ���������� � �� � �� ��� ����#��� $�� �������� �� ��� !�����



�� ������	
 �	���	��� �� ����� ��	����

w(i,j) �� ���� ���� ��� 	
����� ���

w
(i,j)
i =

(
m

(j)
i

h2
1

+
m

(j)
i

h2
2

)
−

(
m

(j)
i+1

h2
1

+
m

(j)
i+L1

h2
2

)
�����

w
(i,j)
i+1 = −m

(j)
i

h2
1

+
m

(j)
i+1

h2
1

�����
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 ��� ���� ������ �������	�� x1� ��� L1 �������� ����� �� ���� �������	�� ����
�	��������� ������� �� ��� ��	��� 	�������� �	 ��� �������� ���������� �� ����� ��

∂ mi(x)

∂x1

≈ Δx1mi =
mi+h −mi−h

2h1

�	� ��� ��� L1 − 2 ������ ��� ��� ���� ��� ��� ���� 	��� 
���� �� �� ���	� ����� ��� ��������
������ ���������� 	����	� �	� ����� ����� ��� �� 
������ ��

Bx1 =
1

2h1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
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−1 0 1
� � � � � � � � �
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⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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L1 − 2 �	
�
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Bx1
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� � �
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⎞⎟⎟⎟⎠
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��� L2L3 ��	�&�� �� �	��	
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��� ��� �������
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.�� �� ��� ��� ��� ��� M ×M ������ ����	��� Ci = (SiG)T (SiG)� i = 1, . . . ,M � ����
�	��� #��/� ����	��� � ���� �	�� 	���� i ��	�� 	� ��� �� ��� ������ �� ��
 �	����	��� ���� 	�
� ���� 	� ����� �� )�� �������� �� ��� ����	� Ci ��� ��� ������	��$(
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)
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)
k,k

= 1/(2h2)
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)
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Ci
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)
k,j

=
(
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)
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)
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(
Ci

)
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2, k = i− 1; j = i+ 1. ���*��!
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1

4

(i− L1L2) (i− L1) (i− 1) (i+ 1) (i+ L1) (i+ L1L2)
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

h−23 −h−23

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

← (i− L1L2)
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h−21 −h−21 ← (i− 1)
−h−21 h−21 ← (i+ 1)
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���
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)
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)
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)
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= −1/(2h2)
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Ci

)
k,j

=
(
Ci

)
j,k

= −1/(2h3)
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)
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=
(
Ci

)
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"�� ������� �� �� ��� ���� ��� #������ �� ��� ���� �$ ��!����  ����� ���%&�� "�� '��
��� �� �� ��� �� ���(��
 ���� ������ )� ��!� �� ���� � ����$  ���� �� [ C1d C2d . . .
CMd ] ������� ��*����� +������� ��) �� ��� �� ���(%�
 �� ������� �� ���� )��� ,��)��
������� � �� ���� �$ ���� �$��� )� ������� )�� �� ���� ������� Cd ������� ��*�����
������$� �������� �� ��� �� ���-��
 � ��� �� ����  ���� �� �� ��� #������ ������
���$ ������ �$ � ������ !���� ��� ���� �������� ������� ������� ��*����� "�� '���
������� �� �� #������ �� �� ������ ��� ���-�� �� ���)� �� ������ ��*���. ����� ��
������� ������� �� H1 �� � ����� �� H2 ��� H3 ��������� �� ���� �� �� ���� ����, )�
��!� �� ���� �������  �����
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��� 
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	��
�	� �� � �	����
 �� 
�� �	 ��	�
���	�� ��
	����� ��� ��
��
��� �� 
� �	����
 
��
 �
	��
�	� ����� � ��� ���
 �	�����	� ��
��	� ��	��	���� 
�� �����
�
������
������ ��
	�� ���
������
���� ��� �����	� �
	��
�	�
��� ��	�� �� � ����� ��	 ������
 ����	� ������
��� ��	 
�� ��
��
 ��
	�� ���� ��	��	��
��� 
�� ��
��� ���
������
���� ������� ��
������ ��
�	�
�	� ����
� �� ��	� ������
 �
�	���
������� ��� ����	�
��� ��	 ��
	�� ���	�
���� �� ���	�� ��
	���� ����� �����  !"� #!$#%&�
'��
 
� ���
��� ����(�

��	������
 
��� ����
�	 �� ������ 
��
 �� ��������
��� ����	�� ���
 ��� 
�� ����	
�	����
 �� 
�� ���
�	� ��
� ���	������� �����	� ��
	��� ����	 ������� 
� ��	�� ���� �� �
��	� ������ ������
��� �� 
�� ��
����
���� �	��	������ ��
�	�
�	�� ��� '��
�)��
���
�� 
��
 ��������
���� �	� ����*��� ���� �����
��� ���	 	��� ����	�� +�	
��	��	�� ����
����� ��� 
� � �������	 �
	��
�	�� ��������
��� ����	�� 	������� �		�	� ��� �	����
 
��
	����
��� �����
�� ����� �	�� ���� ��	��

�� �������	 
�� ���� �� ��
�	������ 
�� ���� �����	� �
	��
�	� �
��
 ��� 
�� ����

����
���� �� ��� �����	� ��
	���( �� � ��
	�� �	����
� �� � 
��� �	���	
����� 
� 
�� ����	
�� �����	� ������
��

�� ����	����
���� 
��
�� ��	 ��
��� �� �	����
� �� ���	 	������������	�
�� ��	��
���	�� ��
	���� ��� �� �	����
� �� 
�� ��
	���� ���� � ,�����

��� ��������	 
�	������ ����� ���
� ��	��

�� ���
��� 
��
 ��
������ ��
�	�
�	� ����
� �� �
�	��� ������� ��� ��
	�� ���	�
����
�� ���	�� ��
	����� ��� ���� ���	�� ��
	���� ����	�
��� ���� � ����� 
��
 �	����
� 
��
�����	� �
	��
�	� �� 
�� ����
��� �	�� 
�� �����	� �
	��
�	� �� 
�� �	�����

-	��� 
���	� �� � ������ �������� �� ����� 
� �
�
� ��� �	��� �
	��
�	� �	����
���
	����
�� .�� 	����� ��	 
��� �� 
��
 
�� �
	��
�	�� �/��
 �� � ��
	�� �����
�
��� ��
��
������� �� ��
� �
	��
�	�� ����� �� �����	 
� ����	�� �� 
�	� �� �	���� 
��� �� 
�	�� ��
��
	�����

.�� ������ ��
��� ���� 
� �	����
 �����	� �
	��
�	� �� 
� 	��	����
 
�� ��
	�� A
�� ��������� n×m �� � ��������� 	���
 GA� ���
 n ���� {v1, . . . , vn} �� �
� ����� �����

�� m ���� {w1, . . . , wm} �� �
� ����� ������



�� ��������� 	��
����� �� �	���� ������ 	��
����

�� ���� ��	
 � ������ A = A1 . . . AL ��� �� ����������� �� � ��	���� ����� ���� (L+1)
��	��� �� ������ ������ Ai �� � ��������� ni×nj� �� 1 ≤ i ≤ L
 ��� i�� ��	�� ��� ni

���� ��� ��� ����� ������� ��� i�� ��� ��� j�� ��	��� ��� �� �� ��� ��������� ����� GAi
�

�� 1 ≤ r < r′ ≤ L
 ������� ��� ���������� B = ArAr+1 . . . Ar′ � ��� �������
���������� ��� ����������

• �������� � �����������
 ��� ������ � ����� ������� �� ��� i�� �� � B ������
��� ������ � ���� �� ��	�� r′+1 ���� ��� i�� ��� �� ��	�� r �������  �� ��������
������

• ��� ������ � ����� ������� �� ��� i�� ����� � ! �� ����� � ��� ������ �
���� �� ��	�� r ���� ��� ����� ��� i�� ��� �� ��	�� r′ + 1�

�� �"�����
 ������� ��� ������� ����� ���������� #x ������ � ����� ����	$�

A =

⎛⎝x 0 0 0
0 0 x x
0 0 0 0

⎞⎠ B =

⎛⎜⎜⎝
0 x 0 0 x
x x 0 0 0
0 0 0 0 0
x 0 0 0 x

⎞⎟⎟⎠ C =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0
x 0 0
0 0 x
0 x 0
x 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
��� ��� �� � ������ ��� ������ R = ABC
 � ����

R =

⎛⎝x 0 0
x 0 0
0 0 0

⎞⎠
%���� ��� ����� ������������� � ��� ������ � ������ &�'
 �� ��� �� �����	 ���������

���� ��� A1,1 ����� ��� ������ ����� ��	 � C2,1
  �� B1,2 � B1,5� ���� ����� ���� R1,1

�� � ����� ����	
 ����� ��� R ������� ��� ��� A �� ����" ��� ��� C ����� ����"

�������� ��	� (� ��� ��� ��� ���� ��� ���� ����� ����	 �� R2,1
 ������� ����� �� �
������ ���� ��� A2,4 � C5,1
  �� B4,5�

��� ��������	 
�	������ ������ ���
�

��� ��� ����� ������������� �� ��� )���� �� ���� ��� ����� ������� � A ��� ���
��� �� ������� � B ��� ���� ��� ����� ������� � B ��� ��� ��� �� ������� � C� *�
������� ��� ���� ���� ���� � ����� �� �������� ���� )��� ��� ����� ��������� � �
�����" ������� ������ ����� ��� ����� ����	� ��� �������� �� ���� �� �������� &�'
��� �������� &�+�

�� ������ &�+ �� ��� �� ���� �������� ��,� � ��� �������� A
 B
 C � ���
��� ��� �"������

%���� ���� �������� �� ��� ������ ��� �������� ����	 �������� �� ��� ���������

������ ��� ���� � ������ ��� �� � ��� ��������� � ��� ����� ���� ���������� ��� ������
� ��� ��������
 ��� ��	 � ����� � ����	 �� ������ �� ��� ����� ������� � �����
���������
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������ ��	
 ��� ������ ����� �� ��� ������� ABC� ���� ���� 1 �� � ��� �� A ��� ���
������ ��� ������ ����� ��� ���� 1 �� � ����� �� C� ���� ����� ���� ��� �������� ������
R ��� � ������� ������ �� R1,1� �� ��� ���  � ���� ���� ���� ���� 2 �� A!� ���� ���
��� ������ ��� ������ ����� ���� 1 �� C!� ������� ���� ����� ���� ��� �������� ������ R
��� ������� ������� ������ �� R2,1� �� ����� ������ �� ����� �� � ������ ���� ���� ��� i��
��� "����# �� ��� $��� ������ ��� ��� j�� ����� "����# �� ��� ��� ������� ��� ��������
������ ��� � ������� ������ �� �������� (i, j)�

�������� ��� ���� ������� ��������� �� ������ �������� "������%����# & '��� 	

�� �� ��� ����� ���� �� ��� $��� ������ A1 �

�� � ← 1
�� ��	
��� ← ����� ������� �� A1 ������� ������� �� ��� �����

�� �� ��� � �� ��	
��� �

�� ��	��������� ← ��	
������

�� ���� $��(��)��"���� ��	���������� ����������	#
�� 	�� ��

	� ���	 (������ ������� �� "������ ����������	#

� 	�� ��

���	 ��
�	���� ��������

�� ���������� ���� ��� ���� ��������� �� *������� ��	� �����!� ������ �� ����� ����
���������  �� �� ��� ��� �� �� ������� ������� ������� �� ��� ������������ ��������
��� ������� �� ����� ������ �������� Am×n� Bn×p ��� Cp×q�

+��!� ��$�� RA �� ��� ��� �� � ���� �� A ���� �� ���� ��� ������� ������ ��� CA
�� ��� ��� �� � ������ �� A ���� �� ���� ��� ������� ������


RA = {i ∈ {1, . . . ,m} | ∃ aij �= 0, 1 ≤ j ≤ n}
CA = {j ∈ {1, . . . , n} | ∃ aij �= 0, 1 ≤ i ≤ m}

,� �� ��� ��� �� �� ���� ��� ������ ���� �� ���� ��� ������� ������

νA = #RA ��� μA = #CA,
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	 �� ��� ������

�� �� � �� ��	��	 ���
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����� �� ← ������
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 ��

�� ��� ��� � �� ������ 
�
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��	��	 ← ���������

	� ���� �������������� ������
��	��	� ��	
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� �
 ���

��	���
�!��"#
$� ����� RB� CB� νB� μB� RC � CC � νC � μC �� 
%� 	��� ��"#
$%�� �� �����
� AB �� ��� ��
���	
�� �� 
%� 	�
 � ������
	& ������	 
%�
 ��� �������

'�
% �� 
%� i�
% ��� � A ��� �� 
%� j�
% ������ � B� 
%�
 ���

NAB(i, j) = {k ∈ {1, . . . , n} | aikbkj �= 0, i ∈ RA, j ∈ CB, k ∈ CA ∩RB};
�
	 ���������
" �	(

ηAB(i, j) = #NAB(i, j) ∀ i ∈ RA, j ∈ CB.
 � �
%�� ����	� ηAB(i, j) �	 
%� ������� ���'�� � ������
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%

%� i�
% ��� � A ��� 
%� j�
% ������ � B� 
%�
 �	 
%� ������� ���'�� � �������
������
	 �� 
%� ��
��� AB#

)�
&	 ��� ��
������ 
%� 	�
	 � ������	 �� ���% ��� ��� �� ���% ������ ��
% �������
������
	 �	(

JA(i) = {j ∈ {1, . . . , n} | aij �= 0}
���

IA(j) = {i ∈ {1, . . . ,m} | aij �= 0}.
*���� �� ��� �����
� RA ��� CA �	

RA =
m⋃
i=1

JA(i),

CA =
n⋃

j=1

IA(j).

$� ��� ��	� �����
� 
%��� ���������
" �	

νA,i = #JA(i)

���
μA,j = #IA(j).

���
� �� ����� 
%� ������� ���'�� κA � ������� ������
	 �� ��� ��� ���� �����+��	�"�

%� ���'�� τA � ������� ������
	 �� ��� ������(

κA = max
1≤i≤m

{νA,i}



��� ��������	 
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� � � �

� x 0 0 0

A : � 0 0 x x

� 0 0 0 0
� � � � �

� 0 x 0 0 x

B : � x x 0 0 0

� 0 0 0 0 0

� x 0 0 0 x
� � �

� 0 0 0

� x 0 0

C : � 0 0 x

� 0 x 0

� x 0 0

������ ��	
 ��� ���� ������ ������� ABC� � ��� �� ������ ���� ���� A1,1 �������

������� �� ��� �� �������� ���� ��� ������ ����� �� ��� ����� �� A � ��� ��� �����

�� ��� ���� ������ B� ��� ������� ������� B1,2 ��� B1,5 ���� ���� ��� ��� !�� ���

������� ������ C2,1 ��� C5,1� ���� ���� ���� ��� �������� ������ R �� � �������

������� �� R1,1� "� ��� ��� ���� ���� ������� A2,4 ��� ��� ������ #�� B4,5� ��� C5,1

������� ������ "� ������ ���� ��� �������� ������ R �� ������� ������� ������� �� R2,1�

"� ����� ����� �� ����� � � ���� ������� � ������� ����� �� ��� i�� ��� �� ��� !�� ������

��� ����� ��� ������� ����� �� ��� j�� ������ �� ��� ��� ������� ���� ��� ��������

������ �� � ������� ������� �� ������� (i, j)�

���

τA = max
1≤j≤n

{μA,j}.

���� �� ��� ������� NAB(i, j) �

NAB(i, j) = {k ∈ {1, . . . , n} | aikbkj �= 0, k ∈ JA(i) ∩ IB(j), ∀i ∈ RA, ∀j ∈ CB} .

"� ������������ ���� � ��� ������� ������ �� ������� ������� �� ��� �������� ������

AB� ��#� �� ����� �����


ηAB(i, j) = #NAB(i, j) ≤ min
i∈RA,j∈CB

{JA(i), IB(j)} ≤ min{κA, τB}.

$��% ��������� �������� ��!������ ��� ��� ������ C


νC = #{i ∈ {1, . . . , p} | ∃ cij �= 0, 1 ≤ j ≤ q}

μC = #{j ∈ {1, . . . , q} | ∃ cij �= 0, 1 ≤ i ≤ p}
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 �� �����	�� �� ������ �� ������� �������� �� �� ��	� �	���� ABC�
������� �	�

max(���(AB)) = νAμB;

�� �	� �����

νAB ≤ νA , μAB ≤ μB

	��

νABC ≤ νAB , μABC ≤ μC

��������

max(���(ABC)) = νABμC ≤ νAμC .

�� �	� ��	��
 ����� �� ���� ���������
 �� ��� 	������� ��� �� �	���� ��������

ABC�
max(#����) ≤ νAμB + νABμC
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&� '� ��'� %����( ���� �������� �� ����� ��� �' ��������
 ��� #��� ��( ������������(
'�)� � ��� ��� �'� � ��� #��� ������* ��� ����� ��( ��������	
�����( �� ��� ���
�����"� ������� ���� '�)� � ��� ��� ���� ���������



�� ��������� 	��
����� �� �	���� ������ 	��
����

������� ���� �	�� 
����

������� �� ����� c1 1
������� �� �� c2 R+ 1
������� �� ����� c3 R
������� �� ����� c4 R ∗ Z0r

������� �� �� O(Z logZ) 1
������� �� �� O(Z) 1

������� �� ����� c5 1
������� �� �� c6 Znr + 1
������� �� ����� c7 Znr

������� �� ����� c8 + kT (Zmj) Znr


���� ��� 
��� �	�������� 	� ������� �� ���������	 �!����	�� �"�� #� �	�$�%	
�������� 	� ���%�� ���%�� �%	 !�� R �� �"� �!���% 	� %	&� 	� �"� #%�� ���%��' Z0r �� �"�
�!���% 	� �	�$�%	 �������� 	� �"� #%�� ���%�� �� %	& r' Znr �� �"� �!���% 	� �	�$�%	
�������� 	� ���%�� n �� %	& r' Zmj �� �"� �!���% 	� �	�$�%	 �������� 	� ���%�� m = n+1
�� %	& j' k �� �"� �!���% 	� �"� ���� ���%���� �� �"� �%	 !��' Z �� �"� �!���% 	� �	�$�%	
�������� �� �"� %��!�� ���%��
(	��� �	 ��"��)� �� 	������ �	�������� �	! �!�� !�� � �!����	� �"�� %��!%�� �"� �	�$�%	
�������� 	� � ���%�� %	& �� �	������ ���� ��*� 
��������� 	� +,
-�. �"�� ��	%� �"�
���%���� �� �"� �-/ �	%��� 01��!%� 2�3

4"�� &� &	%* &��" ��%����� ���%�� ���%���� !���� �"� +,
-� 
��
����� ���%�� �	%�
���. ���" �%	���� 	&�� � �	����!	!� �	%��	� 	� �"� ���%�� %	&� 0�"�� �� � 5��	�*  ���%��
�!��	�6 �� !�� 3' �	% ��������. � 8× 4 ���%�� 	� � �%	������ &��� �� ��%����	�� ��  ���!��
&��" �"%�� %	&� 	� �"� #%�� �%	����. �"%�� 	� �"� ���	� �� �&	 	� �"� ���� �%	���� 7!�
�	 �"�� ���%�� ��%����	���� ��%	�� �"� �%	������. �"� ��%����� )�%��	� ��� � �	��!������	�
���&��� �%	������ �� �"� �	��	&��� ���!���	�� �!��	�� �"�%� �%� L ����	%� A1.    . AL ��
�"� �%	 !�� �� �"� ����	% A�. 1 ≤ � < L. �� �!%%����� !� �% ��)��������	�' �%	���� k. ���.
#� � � �	�$�%	 ������� �� �	�!�� j �� . �� �"� ���� ����. ��  	�� �	� 	&� �"� %	& j 	�
�"� ���� ���%�� A�+1 
"�  ���%�� �� 1��!%� �� �!���%�$� �"� 8+9 �	��!������	��
���&��� � �%	������ &"�� �"�� %!� ������������� �� ���������	������' �  ������ 
���������	� 	� �!�" �	��!������	�� �� �� -!������	� ���

����� �������� ��	
���� ���������
�

���:� ������� ��  ����� �"� ��%����� ���	%��"� �"	&� �� 2��	%��"� ��. 2��	%��"� �� �� 
2��	%��"� �� !���� �"� ������� �� 1��!%� ��

4� ���%� �%	� 2��	%��"� �� 9� &"�� �	��	&� &�  ���%��� �"� ����� 	� �"� ��%�����
�!����	� �������������. �"�� �����$�� �"� %	&� 	� �"� #%�� ���%�� �� . �	% ���" �!�"
%	&. ����� �"� %��!%��)� �!����	�

� 7!%��� �"� #%�� ���� 	� �"� ���	%��"�. ���" �%	���� �����$�� 	�� %	& 	� �"� #%��
���%�� 
	 	����� �"� �� ���� i �� j 	� �"� �	��%���� %	& ��	%��� �	% ��;!������
���%����. &� !�� �"� +,
-� �!����	�

�����������' �"�� �!����	�  	�� �	� &	%* 	� �"� 
��
����� ���%�� ����. �	 ��
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������ ��	
 �� �������������� ������� ����� ��������� �P0, P1, P2� ���� �������
���������	�
� ��� �����������	�
� ���������� ��������� ������ �������� �� ����� 
��� �����! ����� ������ �������� ����������� ���� ��� �����"�� ������
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������ ���	 
�� ������ ����� ����� ������� ABC� ��� ����� �� ����� ���� ����� ��

���������� ���� ��� �� ����� ��  ������ �������� �� ���� ������ P0 �� ��� ��� ����

����� ���� �� A� P1 �� ��� ������ ����� �� ����� ����� �� P2 ���� ��� ��� ��� ����� B
�� C �� ����� ���� ��������� �� ��� ��� ��� �� �� �� ���� ��  ������ ��!� �������

���� �"��� ���#��� ������� �� �������� Ai,j� �� �� ��� ��� ���� �� ��� ���������� ��

���#��� �������� �� ��� ��������� ����� R ��  ������� �� �������� ��� ��� ���� �� ���

���� ����� A �� ����� �� ��������� ��$� ��� ��� �  ����� ��� ��� ���#��� "���

���� ��������� Ai,j� �� ��� ��� ������ ����� j � ��� ����� �� ��� ���� ����� B� ����
��������� ��� �� ��������� ��% �������"��� ���� ��� ���� �������	 ��� ��� ���#���

"��� Bj,k� �� ��� ��� �	
��� ���� k �� �	� ���� 	� ��� ���� ����� C� ���� C � ���


��� ����� � ��� ��	���� R = ABC� � ����� ��� �	����	 ��
��� � Ck,w ����� �

 ��

�	����	 ������ � Ri,w� ��� �����
 �	�� 	� ��� ����

�
 ����	� � ����� ��	� ��� ���	��

����� �	 ��� 
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��� �� ��� �������� P0 ���	 ��� ������� ������� 
� ������ � ��� P1 ���	 ��
������� �������	� ��� 
� ������ � ��� ��� 
� ������ �� ��� �� ������� ����
�	
�� �� � 
� ������	 � ��� � ������
�� 
�����
��	�� ����  �� m1 ��� ���
���
���!�� �� ����� ��	 �� ��� ��	� ����
� 
� ��� �����		�	" ����� ���� �����		 ����
��	 ��		 ���� m1 ����� ��	 �� ��� ��	� ����
� �!����	� �� ��� !���# �
	��
!��
����
�� ��� ��	� 	��� ��	� ������� 
� ��$ ��	� ��
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�� 	����� ������$ m1 �
��	�
!����	� ��� 	�!	�%���� �����������	
 ������
���
�� ����	 �����
!��
�� ����
��� ��� �����		�	� &	����'���� �
��	" ���� � �� (�

)� *���� ���� ����� ���� �����		 ����	 �� #��� ��� ��� ������ 
���� j �� ���� �������
�������� ��� �����		 ��	 ��� j'�� �� �
� ���!�� 
����
��� 
� ��� ���� ����
�� +��
������ 
��
��	 ����� ��� 	����� 
� ��� 	��� !�,��� ����� ����������� �
,����� ���
���� �����		 k ���� 
�� ����
�� ���	� 
��
��	� �� ��� 	��� !�,��� ����� ���� ������

����� ��	� ��� 
���� �� ��� �� 
� ��� ��	� ����
� ���� �
�� ��� �������	 ����
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��	" ���� �� �� ��� �� ��
	 �$� P0 ���	 � ������� 
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� ������������� ��� � ��� 
���� �� ��� ��	� ����
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� �
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-
�
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	 ������������� ������������� �����
��	� ��	����
���$�
.��� �����		 ��	� 	����	 ������� ����$� ������������� 	
��� K� ���� 
� 	���	 ���
���!�� �� ������� 
��
��	 ���� 
	 ��
�� �� 	��� �� ���� ����� �����		�

�� *� ��
	 ��
�� ����� 
	 ��� ��	� �����������	
 ������
���
��� 
� �
�� ��� 	����
���� ���� �����		 �� ���� ������ ��� ���!�� �� 
��
��	 ���� ��� ��
�� �� !� ��'
�������� *���� ��
	 ���� ���� �����		 #�� ������$ �� ���$ ��%��	�	 
� 
	 ��
�� ��
����
�� ���� ���� ����� �����		/ ���	� �����	 ��� 	����� 
� ��� ����$ ����������� !�
&	����'���� �
��" �0� �� ��� �������� P0 #��	 ���� 
� ��	� ����
�� ��� ��		���
���� 
�	���� P1 ���	 ��� ���� ��%��	� ��� P2 ��	� ����
�� ��		���	 ���� P0 ���
P1�

1� 2� ���� �����		 
	 ����$ �� ���� ��� �����	
�� �����
�� �� ��� ���� ����
�� ����

�� ������ ��� ���!�� �� �������	 ��� ���
� 
��
��	 ��� ��� �� �� ��� ��	� ����
��
&	����'���� �
��" �(�

�� 3��� ��� �����	
�� �����
�� �"������� #$"	
 ������	� ���� �����		 ���	 ��� ��
������� 
��
��	 �� ��� ����
��	 ���	� &	����'���� �
��	" ���� )� �� ))�

4� 3��� ��� ��� ����� ��	 �� ��� ��	� ����
� ���� !��� ����$���� ���� �����		 ��	 ���
�
	� �� ������� �������	 ���� 
� ����� 
� ��� ��	� ����
�� �� ��� �������� ��� �
	� ��
P0 
	 {(3, 2)}� ��� �
	� �� P1 
	 {(5, 0)} ��� ��� �
	� �� P2 
	 {(0, 0), (3, 0), (5, 0)}�
��5	 ��	
�$ 	��� ���� 	��� �����		�	 �
	�	 �� 
��
��	 ���� �� ��� ����� 
�� 
�	
����� �� 
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��	� -�� 
� ���	� ��	�	 ����� ������
���
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��� ��	
�
�� �� ���� ������� ������� �� ��� �
��� �����		� *���� ���	� 6&� ���'
!���#
�� ����	� ��� �����
��� 	��� ��� ������� 
��
��	 ����� ��� 	���	� *� ��� ����
��� �
	� �� ������� 
��
��	 !�����
�� �� P0 
	 {(0, 0)}� ��� ��� !�����
�� �� P1 
	
{(3, 0), (3, 2), (5, 0)} ��� ��� ��� �� P2 
	 ����$� &	����'���� �
��	" ���� )1 �� )��
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��	 ��������� 	 ������ ��	���� ��������� �����	��	����
�����	� ���������	�
��

�� ���� ����������	
���������� mats[ind]→ myRowStart,myRowEnd
�� r ← myRowEnd−myRowStart
�� ���� ����������	
�������
��� mats[ind+ 1]→ rangesF irstMat
�� �	����� R �� ������� ������ 	 �	�� 	���� �� 	�� ��	�
�� i← myRowStart
�� ��� ii = 0 �� ii < R 
�

�� howManyNzRow[]← 0
	� �� ii < r ���


� ���� ������������ i→ nColsInRow, ja[]
��� ��� j = 0 �� j < nColsInRow 
�

��� ��� ���� ��	���� k 	��� ��� ja[j]��� �	� �� ��� ���� ������
��� sendBuf [k][howManyNzRow[k]]← ja[j]
��� sendBuf [k][howManyNzRow[k] + 1]← i
��� howManyNzRow[k]← howManyNzRow[k] + 2
��� �
 ���

��� �
 ��

��� ���� ��������������� howManyNzRow[]→ howManyNzRecv[]
�	� iterNnz ← 0
�
� ���� ��������������� mats[ind+ 1]→ iterNnz, iterNzRow[], iterNzCol[] �
��� tmpNnz ← tmpNnz + iterNnz
��� tmpNzRow[]← tmpNzRow[] + iterNzRow[]
��� tmpNzCol[]← tmpNzCol[] + iterNzCol[]
��� �
 ���

��� ������ � ��� �	�
��	 ������� 	��� ������� ��	������
��� !	�� ��� ���"�� 	� ��� �	�
��	 ������� 	���
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• ��� �	����� P�� 0 ≤ � ≤ K − 1 ���'� 
� ���������������� ��	 ��� 0 ≤ k ≤
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 ������ ��� ��������� �� ������ ������ ����		�	 ������
������ �������� ���������	
���� � ��� ��

�� �� k = 0 �� nProcs 	�
�� 
 k == myRank ����

�� recvBuf [k]← sendBuf [k]
�� ����
���

�� ��	 


�� nSend← howManyNzRow[k]
�� 
 nSend > 0 ����

	� ���� ���������	
� ���� sendBuf [k] �� ������ k

� ��	 


��� ��	 ��

��� �� k = 0 �� nProcs 	�
��� 
 k == myRank ����

��� ����
���

��� ��	 


��� nRecv ← howManyNzRecv[k]
��� 
 nRecv > 0 ����

��� ���� ��������	
� ������� �� recvBuf [k] ���� ������ k
�	� ��	 


�
� ��	 ��

��� ���� �����������	

��� 
 �� ��� 	��� ������ ����

��� tmpNnz ← 0
��� �� k = 0 �� nProcs 	�
��� nRecv ← howManyNzRecv[k]
��� �� i = 0 �� nRecv 	�

��� indNextRow ← recvBuf [k][i]
��� ���� ���������	
� indNextRow → nColsInRow, ja[]
�	� jj ← 0
�
� �� j = tmpNnz �� tmpNnz + nColsInRow 	�

��� iterNzCol[j]← ja[jj]
��� iterNzRow[j]← recvBuf [k][i+ 1]
��� jj ++
��� ��	 ��

��� j = tmpNnz ← tmpNnz + nColsInRow
��� ��	 ��

��� ��	 ��

��� iterNnz ← tmpNnz
�	� ��	 
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������ ��������� ���������	
���� � ��� ��

�� �� ��� �	������� ��� ��� ���  ��� ��� �� ���� ��������
�� ���� ����������	
�������
��! mats[ind+ 1]→ rangesF irstMat
�� howManyNzRow[]← 0
�� �� kk = 0 � nProcs �
�� nRecv ← howManyNzRecv[kk]
�� �� i = 0 � nRecv �

�� indNextRow ← recvBuf [kk][i]
	� ���� �����������! indNextRow → nColsInRow, ja[]

� �� j = 0 � j < nColsInRow �

���  �� "��� ������ k �"�� ��� ja[j]��� ��" �� ��� ���� ������
��� sendBuf [k][howManyNzRow[k]]← ja[j]
��� sendBuf [k][howManyNzRow[k] + 1]← recvBuf [kk][i+ 1]
��� howManyNzRow[k]← howManyNzRow[k] + 2
��� ��� ��

��� ��� ��

��� ��� ��

��� ���� ��������������! howManyNzRow[]→ howManyNzRecv[]
�	� ���� ���������������! mats[ind+ 1]→ iterNnz, iterNzRow[], iterNzCol[]
�
� ������
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����� ���� ������ � ��� ���� �� ���������� ��� ���� ���� ���� ������ ������������ ���
������ �� 
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������ �� ���������� �������� ���� p� ��� ����� �� 
���������
����� �� ���������	�
� ��� ������������� ����� ������� ����� ���� p2� �������������
�� ������ ��� 
���������� ��� ��� ���� �� ���
���������

�� ������ ��� ��� ���������� ��� ��� 
������� ������� �� ���� ���� �� �� � !"#$%�
���� �� � ������� �� &%' $����% ()( ����� ���� ��� � 
��� 
���������� �� *��� ���� &++
,-�
� ��� �� ��.����� /	 001 �������2 #$% �� ������ �� 3��435 #�
�����
�����
3������ ��� ���� �
���.� ����������� ���� #$% ������� ��� 6&&'7 ��� ��� �������������

,�� .�� �������� ���� ��� ��� �	
�������� ��� ��������� �������� � � !���� ����2
����� ����������� ���8��� �������� �������� ��� �������� �	������� ����� ��� ��
����� ��
,��� /�9�

�� 
����
4	������� ����

,��� & ,��� 9 ,��� :
1 0.001206 0.001068 0.001160
2 0.160565 0.096530 104.348488
4 0.128353 0.074954 33.962100
8 0.093475 0.059371 9.037792
16 0.073490 0.052483 2.543933
32 0.119439 0.141998 0.943525
64 0.363801 0.405729 0.792933
128 1.883175 1.958538 1.582866
256 3.789214 4.289629 4.920911

,��� /�9� 4	������� ���� �� ��� 
������� 5�������� /�/ ��� 5�������� /�( ������ ��
.�� �
���� ������ �������� ���� ����������� A = 5635 × 5721� B = 5721 × 6648�
C = 6648 × 7513� D = 7513 × 6619� E = 6619 × 4257� ��� ���� &� ������� �� A �� +�++&
��� ������� �� B� C� D� E �� +�+++&2 ��� ���� 9 ��� ������� �� ��� ��� �������� �� +�+++&�
��� ���� : ��� �������� ���������� ���� A = 25635 × 18721� B = 18721 × 16648� C =
16648× 17513� D = 17513× 16619� E = 16619× 242572 ����� ������� �� +�+++&�

5� �� ��� � ���� �� ,��� /�9� ��� ���������� ���� �� ���� �;����� ���� ��� 
�������
���� ���� ������� �� ��� �� ��� ������������� �������� ��� ��� ��� �� � ��<����� $4,#�
���� �� ��� ��� ���������
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���8��� �������� �� 
�������� �

����������
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��� ����� �	
����	� �� �� �	����� �� � �
���	�� �����
�� ������	� 	� ��� �
�� �����
����
 ���
�������	�� �� �� �	�� ��� �������	� 	� � ������ 	� �����
 ������	��

Am = b, ���� 

���
� � ��	!�������	��� ����� X ∈ �n×n �� 
�"
������� �� ��� #��	
 m = (mi, . . . ,mN) ∈
�

N � N = n2� �� � 
����� 	� ������� ��� ���
��� 	� X 	���� �� 	����� ��� ���
�$
A ∈ �N×N 
�"
������ ��� "������ �%��� 	� ��� ������� ������� ��� 
�������� ����� b
�� ��� ��� 	� ��	 ��
��& b = g + η� g ∈ �N ����� ��� ���

�� ����� ���� �	��� ��#�
���� 
�	
��� �� ������ 	� �	��� ��� η ∈ �N ���	���� ��� �	��� �%����� ��� �����
��������	�� ��� ����� 
���	
���	� "
	���� �� ���� �	 	����� �� �""
	$�����	� 	� m�
��	���� A ��� b�

'��� ��� ������ ���� �� ��#�� �� ��� ���
�������	� 	� �� ���!"	��� "
	����� ��� ���
�$
A 	��� �� #�
� ���!	�����	��� ��� � �
�#��� �""
	�� ���� �		�� �	
 ��� �	����	� 	� ���� 
�� �� ����
�� �	� ���������

�� ����
����#� ��
����� �� ��� 
���� '���� (
������ )
	*���	� �'() ����	� +�,-
������ �	
 ��� 	���
����� ����������	� "
	����� ���� ��� �	��	����&

min J(m)
sub. to m ≥ 0,

���. 

	

min J(m)

sub. to m ≥ 0∑N
i=1 mi = c,

���/ 

	

min J(m)

sub. to m ∈ Ω,
���0 

���
� J(m) �� � 	�����	���� ��%�
�������� 	�#�$ �����	� �����
��� ��� ��%�
���
������� 
�	���
���� ����� ��� �����
�� ���� ���� "	������� 	�������� � "������ ��
�
�$"
������ ������	��� ���	
����	� 	� ��� �	����	�� ����� ��� 	���
���� �	
� ��� �	�!
������#��� 	� ��� �	����	� ���� �� ��� 	� "
	���� ���/ � ��� �	!����� 1�$ 	���
#���	�
"
	"�
��� 2� ��� 	� "
	���� ���0 � Ω ⊂ �N �� � �	��� 	�#�$ ���� 3� �
� ����
����� ��
��� ��� ���
� ��� �������� 
���	� Ω �� ���
���� �� ���"�� 	���
������
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�� ��� ������	��
�� ��� " �
�� 
� ����
�� ��� �������� �� ���
��� � ‖ · ‖ �����
‖ · ‖D ��������� ��� ����
� �
�� ���
������ �
 � �������� 	
������ ��#���� ������ D$
‖m‖D =

√
mTDm�

%�� Ω ⊂ R
N �� � ��
��� �
���� ��� ��� D �� � �������� 	
������ ��#���� N × N

������� �� ��#�� ��� 	�
�����
� 
	����
� PΩ,D : �N → Ω ��

PΩ,D(m) ≡ ���min
y∈Ω

‖y −m‖D = ���min
y∈Ω

(
φ(y) ≡ 1

2
yTDy − yTDm

)
. &'�'(

)� 
������ ����� ����� ��� ��� Ω ��� ��� 	
��� m� ��� 
	����
� PΩ,D(m) �� � �
�����
��
������
� ���� ���	��� �
 ��� �������� 
� ��� ������ D� ��
� ��� ��#����
� 
� �����
���
	
��� ��� ��� ������ �
������ 
� ��� ������
� φ ����
����� �� &'�'(� �� ���� ���� PΩ,D(m)
�� ��#��� ���
 �

(PΩ,D(m)−m)T D (PΩ,D(m)− y) ≤ 0, ∀ y ∈ Ω. &'�*(

���� ��� �� 	�
��� � ���������� ��� �������� 
� ��� ������
� φ �� ��� 	
��� PΩ,D(m)

∇φ (PΩ,D(m)) = D (PΩ,D(m)−m)

����� ��
� ��#����
� PΩ,D(m) �� � �
��������� �����
��� 	
��� �
� ��� 	�
���� &'�'(� ��
����$

−∇φ(PΩ,D(m))T (y − PΩ,D(m)) ≤ 0, ∀ y ∈ Ω ,

��� ��
� ��� ������ 
� D ��� ��� 	����
��� ��������� ��������$

(PΩ,D(m)−m)TD(PΩ,D(m)− y) ≤ 0, ∀ y ∈ Ω .

%�� DL ⊂ �N×N �� ��� �
�	��� ��� 
� ��� �������� 	
������ ��#���� N × N ��������
���� ���� ‖D‖ ≤ L ��� ‖D−1‖ ≤ L� �
� � ����� ������
�� L > 1� ��� ���� ��
 ������
����� �
�� 	�
	������ 
� ��� 	�
�����
� 
	����
� ��#��� �� &'�'(�

�
��� ��� �� D ∈ DL� ����

‖PΩ,D(m)− PΩ,D(z)‖ ≤ L2‖m− z‖ &'�+(

��	 
�� m, z ∈ R
N �

�
��� ���  �����	 m∗ ∈ Ω �� 
 ��
����
	� ����� �� ��� �	����� &'�,( �� 
�� ���� ��

m∗ = PΩ,D−1(m∗−αD∇J(m∗)) ��	 
�� �������� ��
�
	 α 
�� ��	 
�� ������	�� ��������

������� �
�	�� D�

!
�� ������� ��
�� %���� '�- ��� %���� '�" ��� �� �
��� �� .-/0 ��� .-1/0�
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��� ����� ��	 
���
 �� ���� �� �� ��������� ������� PΩ,D−1 �� �� ����
 (m∗ −
αD∇J(m∗)), α > 0� ���� m∗ �
 � 
������� ���� �� ������ �� �� ��
� m̄ ∈ Ω �

� ����
������� ����� PΩ,D−1(m̄ − αD∇J(m̄)) ��� �� ������� � !������ �  �
���
 ������� ��� �� �"����� J �� m̄� ���
 � �� 
��#�
 �
 �� ��
�
 ��� �� ����  �
����� 
�� $�!����� ��%� �� �����"���� !�#�� Dk ∈ DL �� αk ∈ [αmin, αmax]� �� &'( ��!�����
��)�
 "
� �� �� ��������!  �������*

d(k) = PΩ,D−1
k
(m(k) − αkDk∇J(m(k)))−m(k) . ���+�

��� ��������
 �� ��
  ������� ��� ���#� �� ����� ��,� ����� �� ����#��� �� ��

�-"���� {d(k)} �� ��������� �� 	�

� ��

��������	 
�� ��� ������� �������� ���������� ������ ��������
�

�� ������ ��� �������� ����� m(0) ∈ Ω
�� ��� ��� ����
����� β, θ ∈ (0, 1)� 0 < αmin < αmax

�� ��� � ������ � ������� M 
�� �� ��� k = 1, 2, 3, . . . ��

�� ���� � ������ αk ∈ [αmin, αmax] ��� ��� ������� 
����� Dk ∈ DL !
�� ���� � ����������" y(k) = PΩ,D−1

k
(m(k) − αkDk∇J(m(k)))!

#$
∥∥y(k) −m(k)

∥∥ < ��� ���� ����! m(k) �� � ���������% �����!

�� ���� � &������ ���������" d(k) = y(k) −m(k)!
	� ���� � ��� λk = 1 ��� Jmax = max0≤j≤min(k,M−1) J(m(k−j))!

� ���� 	 '' (��)����)��� ����"

��� � J(m(k) + λkd
(k)) ≤ Jmax + βλk∇J(m(k))Td(k) ����

��� �� �� ���� *!
��� ����

��� ��� λk = θλk ��� �� �� ���� �!
��� ��� �

��� ���� 
 ��� m(k+1) = m(k) + λkd
(k)

��� ��� ��

	��)��� �� ��� ������� $��
 �$ ���� �� �� +���� ��������� ���� ��% ������ �$ ���
���������� αk �� � ������ ����� �� ��� �$ ��� ������� 
����� Dk �� ��� ��
���� ��� DL ��
���
����� ,��� ��  ��% �
������� $��
 � ��������� ����� �$  ��+ ����� �� ����+� ��� ��

�)� ��� -������� �-��� �$ αk ��� Dk ���.��
 ������� ��� �������� �� ����
�/��� ���
���$��
���� ��� +��� �������� ��� ���������� ���������� +� ��$�� �� ������� �01� +����
+� ������ ��� �������% ������� .% ���

,�� ������ �$ ��� ������� 
����� ��)�� ���� ����-�� ��� �2���� � $��
 �$ ��� $-������
J +� ��� 
���
�/���� �� +��� �� ��
� ���������� ���������� �$ ��� ����
�/����� ���.��

���� ��� �� .� ��� ��! ��
� ����� �.�-� ��� ������ �$ ��� 
����� Dk ��� ������� ��
������� �01

(�$��� �� ����-�� ��� ��� ������� ���������� �$ ��� 
������ ��
� �������������� �.�-�
��� 
��� ����� ��� .� -��$-�

#$ ��� ���������� ���$��
�� �� ���� 1 ���-��� �  ����� y(k) �3-�� ��m(k)� ���� 	�

� �1
�
����� ���� m(k) �� � ���������% ����� ��� ��� ��������
 ����� 4��� y(k) �= m(k)� ��
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�
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 �� � �
� ��� ��	�
�

�� �������� �� �	�
� ���� dk ���� �� ����� �� � ������ �	������ ��	 J �� m(k) ����
����� ���� �� ��� �����	������ ���� �� ���� � ��	������� ���� � ����� �����	 �� 	����
���� ��� ����	���� �� ���� �����

��� ����������� ���� ���	�� ��	���� ���������� �� ���� � ����	�� ���� J(m(k+1))
�� ����	 ���� ��� ��!���� �� ��� ��"����
� �������� �� ��� ���� M ���	������ #��$� ��
���	��% �� M = 1 ���� ��� ��	���� 	����� �� ��� �����	 �������� &	��"� 	��� #'�$�

��� ����
��
��


(� ���� ������� �� ���� ����� �� ��� ���� �� ����� ��� ����	���� ����	���� �� �������
��)����� �� ���	����% ����� � {m(k)}� ��� ���� *+, ���
�	����� 	����� �� �����
�� ����	�� ��'% ����� �	��� �� ���� �� ���� �	����� �	���	���� 	���	�� �� ��� ��!�
�������

��� �	�� ��� ������ �	� �����	�� ���� ��� ������ �������� �� ��� ���������
�� ��� �	������� d(k)% 	�������
�� �

�
��� ��� ������ ���� d(k) �= 0	 
���� d(k) � � ������� ������� ��� ��� ������� J
�� m(k)� ���� �� ∇J(m(k))Td(k) < 0	

�
��� ��� �� ��� �������� {m(k)} � �������� ���� ���� ��� �������� {d(k)} � �������	

(� ��� ��!� ������ ���� �	���	���� �� ��� ������������ ������ �� ��� ��)����� {m(k)}
����	��� � *+, �	� 	�������

�
��� ��� ������ ���� ��� ����������� {m(k)}k∈K , K ⊂ �, � ��������� �� � ����
m∗ ∈ Ω	 
���� m∗ � � ��������� ���� �� ���-� � ��� ���� �

lim
k∈K

∇J(m(k))Td(k) = 0.

�
��� ��� ��� m∗ ∈ Ω �� �� ����������� ���� �� ��� �������� {m(k)} ���� ����
limk∈K m(k) = m∗� ��� ���� K ⊂ �	 �� m∗ � � ��������� ���� �� ���-�� ���� m∗ � ��
����������� ���� ���� ��� ��� �������� {m(k+r)}k∈K ��� ��� r ∈ N	 ������������

lim
k∈K

‖d(k+r)‖ = 0, ∀ r ∈ N.

& ���
�	����� 	����� ��	 *+, �� ��� ��������� ����	�� ��'.

��
��
� ��� ������ ���� ��� ����� ��� Ω0 = {m ∈ Ω : J(m) ≤ J(m(0))} � �������	
����� ����������� ���� �� ��� �������� {m(k)} ��������� �� ��� �� �������� � �

��������� ���� �� ���-�	
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 ����	���#�
�� ������
����
� ��	�$ ���	% �� ���� ��������
��
�� 	��� ���� �� 	�
��� �
�����	� � ��
		��
� ������ �	 �� �	� 
 	�
��� �
���� Dk =

��

(
d
(k)
1 , d

(k)
2 , . . . , d

(k)
N

)
��
� 
�������
��	 ��� �����	� �� ��� &�		�
� �
���� ∇2J(x;y)%

��� ��
���� �� ��'�����

d
(k)
i ≈

(
∂2J(x(k))

(∂xi)2

)−1
, i = 1, . . . , N.

(� ���	 �
	� 
� ���
��� ���� ��� ��� ������	 �� Dk ����� ��

d
(k)
i = min

{
L,max

{
1

L
,

(
∂2J(x(k))

(∂xi)2

)−1}}
, i = 1, . . . , N, )!�*+

����� L �	 
� 
�������
�� ����	���� ��	���� ��
� Dk ∈ DL�
��� ,- ������ ."" /% 
�	� ����� 
	 0���
��	���1��� ������ .23% "45/ 	��	�	 


��#������ �� ��� 	�
��� �
����$ �� �������� ���	 ���
 �� �
� ��������� ��� ���
��� ����

d
(k)
i = min

{
L,max

{
1

L
, x

(k)
i

}}
, i = 1, . . . , N. )!�"4+

6��� 
 ������
����
� ���������% ��� ���
��� ���� )!�*+ �	 ���� �����	��� ��
� )!�"4+%
��� �� ��� ������
���� �� ��� ��
��
� ������	 �� ��� &�		�
��

��	��� ��� ���������

��������� 	�������� ����	 �� �
����� ������	 �
�� �������� 
� �����
	�� ������	� ��
��� �
	� ��
�	 ���� ���� ��� ���������
� 
�� ��� ��
����
� ����� �� ����� 6������� ���
�����
� ���
	 �� 7
�8��
� 
�� 7������ )77+ .5/% �� �
� ��
�� ��� �
���� B(αk) 
	 
�

�������
���� �� ��� &�		�
� ∇2J(x(k)) 
�� ������ ��� ���
��� ����	 ��� αk �� ������
'�
	��9����� ���������	 �� B(αk):

α���k = 
�min
αk∈R

‖B(αk)s
(k−1) − z(k−1)‖ )!�""+


��
α���k = 
�min

αk∈R
‖s(k−1) − B(αk)

−1z(k−1)‖ , )!�" +

����� s(k−1) =
(
x(k) − x(k−1)) 
�� z(k−1) =

(∇J(x(k))−∇J(x(k−1))
)
�

;	�� B(αk) = (αkDk)
−1 �� )!�""+ 
�� )!�" +% ��� 	��������	

αBB1
k =

s(k−1)
T
D−1

k D−1
k s(k−1)

s(k−1)TD−1
k z(k−1)

)!�"<+


��

αBB2
k =

s(k−1)
T
Dkz

(k−1)

z(k−1)TDkDkz(k−1)
)!�"=+
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�	������� ��� ��� �������	�
 ��������

�� k = 0 ����

��� α0 ∈ [αmin, αmax]� τ1 ∈ (0, 1) ��� � ����	����� ����	�� Mα�

����

�� s(k−1)
T
D−1

k z(k−1) ≤ 0 ����

αBB1
k = αmax�

����

αBB1
k = max

{
αmin,min

{
s(k−1)TD−1

k D−1
k s(k−1)

s(k−1)TD−1
k z(k−1)

, αmax

}}
�

��	��

�� s(k−1)
T
Dkz

(k−1) ≤ 0 ����

αBB2
k = αmax�

����

αBB2
k = max

{
αmin,min

{
s(k−1)TDkz

(k−1)

z(k−1)TDkDkz(k−1)
, αmax

}}
�

��	��

�� αBB2
k /αBB1

k ≤ τk ����
αk = min

{
αBB2
j , j = max {1, k −Mα} , . . . , k

}
; τk+1 = τk ∗ 0.9�

����

αk = αBB1
k ; τk+1 = τk ∗ 1.1�

��	��

��	��

��� �������� �
�� ������ � �
� �������� �� ����� �� ���� � ��������� 	������� ���
���
�
�� �� �
�� Dk �� ����� � �
� �������� ������ �� ��� k�

α���k =
s(k−1)

T
s(k−1)

s(k−1)Tz(k−1)
, α���k =

s(k−1)
T
z(k−1)

z(k−1)Tz(k−1)
.  !"#!$
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��� ��0���� �
� �����1���� �����	���� ���� ����������� ������� �� ��� �����1�
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• ������� ! �����" ����#���� �������$
• ������ ! ��� �%����& '������� #����� ���(�� #�(���'�# �) *��) ���� �# ���� �������
��� ��� #����� ������� �� � ������ ���# '������ +� ����� �)���� ,��� (��) ��, #������
�� ����#�� '�� '��������-�

����� '��(�#�� � (�����) �� �����" ��'���������� ������� � ����� �����" ������
�� �''��'����� ��� ��� '�������� .������) �� ��''���� #��� �# �'���� ������� +����
��/������ �# '������� (������-& �� ,��� �� ��(���� �'��������# �������� ��� #������ �����"
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$��"�� ��%1 �	�������� ������ �	
 �	���� #���& 	� ���	 ������ ��� ���� ������ ������
�	���� 	� ��� �	�����

��� ��� �����	
� �� �������� ���
�
���
���

��� �		�2�� �	� ��0����� 3���������	� #��3& �	�"��� 	� ��� ������ ��� ������������	�
	� 	���������	� �	��
��� �	� ��� �	�"��	� 	� �����4����� 	���������	� ���������	�� 	� ����
����	������ ���������"���5 ��� 6/7 �	� � �	���������0� ����"���	� ��� �����������

��� ��3 ������ ����	�	��! ������ ���	�� �������� 	� ��� ��"�� 	� �������� �		�� 
����
����	������� ���� ������ ��� ���  ��������	��� �	������	� �	 �	
��4��0�� ������ ���� ��
�"��	�� #���� �������� ������ ������ ���� ���"��"���& ��	0���� �� �		�2��� �"�� �� ���� ��

��� �� ������4��0�� ���������	� �����
	�2�� ���� ������ ������	�� ��� ���	���! �	��0����
 ! ��� ���������� �������� �� ��� "�� 	� �����4����� ������ "��� ���	�! ���������"��� ���
��� ������! 	� 
	�2��� 
��� ����� ��� 	���� �		��! ���"��"��� �����! �	��� �	� �����8�
���������	��� $��"�� ��+ ���"������� �	
 ��� ��3 �	��
��� 
	�2� 
��� �������� �� ������
��� ���������	� �	���

��� ��3 �	�0��� "�� �	"� �"��������� 	 9���� �	 ��8�� ��� �	�0� 	���������	� ��	 4
����1 0���	��� ����� ����� ��������� ��� ������ �	�0���� ��� �	������ 	� 0���	�� ��� �����4
��� ��� ��������� 
���� �� ����� ��� ������ �	 � ��� 	� �������� "��� �	 �������! ������"���
�������� 	� 0���	�� 	� ��������� �� 	���������	� ���	����� �� � ��:"���� 	� 
��� ��8���
	������	�� 	� ����� 	 9����� ����� 	������	�� ����"�� 0���	� �"��� ����� ��	�"���� ���
������40���	� �"����������	�� ��3 ��2�� �	 ���"����	�� � 	"� ��� ������������	� 	�
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����� ������� �� ������� �������� �� ��������������������� ������� ��� ��� ��������� ��

����� ��������� ����������� ���� ����������  ������ �������� ����������! ��� ��� ����

���� � "������ �� ��������������� �� ��� ���������� �� ����������� ����� ������������

����# ��� ���� �� ���� ������ ���������� #��� � ����� �� ����������� �� ��� ���������

������� ��� ��������� ��������! ���� �� #����� ���� ���� ����� $��� ������������ ��� ��������

��� ��%��� ���������������� ������&����� ����#��� �������� �� ��� ��������� �"�������

�� �������� �� ��������� ������������� �� ��� �������� ���������'� ����"��� �� ��#

���������� ���� ������� ����� ��������� ��� ������� ��� �������������� ���� ��� ������

��� ������ �������������� �� ������ ������� ������� �(��� �� )*�$�! #���� ���� +),

��� ��� �������������� �������������� ��� ��� ����� ���������� ���������� ���� ��

��� �������� �� ����� ����������� �"����� ����#��� ���������� �� ��������� ���

���� �� ��������� �� �������������� �� ������� ��-����� #������ ��� ���������� ���

�������� ��� ���� ��� ��������&� �� ����������� #��� �������� �����#��%�! ���"�� �����

���� ����������� �� � ��� ���"��! �� ���� ��� �� ���"� ��� ����������� �������� ���

��� �� ������������ ��� �������� �� "������ �� ��� ������&����� ����#��� ���� �������

��� �"������� �� ��"����� ��������� �(����������� ���������� �� ���������� ��� ��������

����������� �� �������� �� .������� ���� #����� ������&����� �����������
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S(p) =
ts
tp

����� ts �
 ��� ����	���� ���� �� � 
����� �����

�� �� tp �
 ��� ����	���� ���� ��
� �������� ����	��� 	
��� p �����

��
� S(p) ��������� �
�����
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���������� �� ���

�
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�� *����
�� ����	�������� �������,� ���
 �
 ����� ���		������� �		���� 
���������
) �������� ������� �
 ���
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� ���������	 ������� (S(p) > p) ��� �� ����	����� �%!�� .
	���� ���

�
 ��	
� �� ������ 	
��� � 
	�������� 
�+	������ ��������� �� 
��� 	��+	� 
����(������
�� ��� ������� ���������	�� ���� �����
 ��� �������� ����	������� /�� �������� ���
������ ���
�� ��� 
	���0������ 
���	� �
 ���� ��� 
	�0������� 
�'� �� �� ����� ��
���� �����

�� ���� ��
 ������ 
� 
���� ���� �� (�
 ��� � 
����(���� ���� ���� ��� ����� ��
���� ����� )
 ��� ����� ������ �
 �	�� ��
��� ��� ���� ���������� ��� ������ �������
�
 ����
 �� ������	� ������ ��� ������� ���� ��� ������
 �
 �	�� ��	��� ��
	����� ��
� ������ ����������� ��� �����



��� �����	
�� �	����� �	��	�����

����� ��� ���� 	��� �
���� �������� �� �
����
� ��� �������� ������� �� ��� 	���

������ � 
�����	 ��� �� ������ ���� p 
���������� ����� �� ��	
���� ��� ���� ����������

��������	 ���� ��� 
������� ��� ����� �������������� ���� �������� �� �������� �� ��������

�	��
�	�

Sa(p) =
t�������

tp

������� �
����
� ������ ������� �	��
�	� ����� ���� ��� �������� 
���������	 �� ��� 
�������

��������	 ����� �������������� �� �� ����� �� ��� ����� �� ���
��� ��	� �� ��� 
�������

��������	 �� ��� 
�������� �� ���
��� ��	� �� ��� 
������� ��������	 �� p 
����������

Sr(p) =
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T1 = Ts + Tp.
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Ttot = Ts +
Tp

p
.
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S(p) =
Ts + Tp

Ts +
Tp

p
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Sλ(λ, p, ω) = λ
tp(ω)

tλp(λω)
" ω > 0" λ ≥ 1

����� tp(ω) 	� ��� ������	
� �	�� 
� p ��
����
��  
� ����	�� �� ���
�	��� �	�� ω ����
��� tλp(λω) 	� ��� ������	
� �	�� 
� λp ��
����
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� ����	�� ��� ���� ���
�	��� �	��
λω ����
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 '���	�� ��� ������	
� �	�� ����" �� ��& ���� �
 ���� ��� ���
�& �����	�&
��� 	������� ��� ������	
� �	�� �� ��	� ����" ���� ��� ��
���� �	$� 	� ������ �� �	��
�&���� �	$�" �� ����' 
 ������������ ������

����� �������� ���

������(� ���" ���
 '�
�� �� �����	� ��������" 	� ���� �
 ��� ��� ���	��� ��������
	���
������ �
 �� 
������ �&���� ���� 
��& ���� 
 ��� �&���� 	� 	���
��� �� 	� 
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���� 	� �������� �
����	�� �
 ����	�� ��� ���
���	��� ���	��� ������� ��	�� ����	���
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����
�� )*+," ������� ��� ������� 
 � ��
���� ��	�� ����	��� ��
����
�� 	� ��������
�
����	�� 	� �	�	��� �& ��� �	�� ������  
� ��� ��-����	��  ����	
� 
 ��� ��
����

���
��	�� �
 )�," �����	� ��� ������ ���� 	 α 	� ��� ��
�
��	
� ���� ����
� ��
��������	$�� ����� ����
� ������  �
� ��������	$��	
�� ��� (1 − α) 	� ��� ��
�
��	
� 
 �
��
���� ���� ��� �� ���� �������� ����� ������  �
� ��������	$��	
��" ���� ��� ���	���
������� ���� ��� �� ���	���� �& ��	�� p ��
����
�� 	�

1

α + (1−α)
p

.

�� ��� �	�	�" �� p ����� �
 	���	�&" ��� ���	��� ������� ����� �
 1/α �� �� �������"
	 α 	� 
��& �./" ��� ��
���� ��� �� ����� �� �& 
��& � ���	��� 
 �  ���
� 
 �." �

������ �
� ����� ��� ����� 
 p ����

(1−α) ��� �� ���	����� �& ��	�� ��� �������� ������� S(p) 
� � ����	�� ������ 
 
��
����
�� p ��	��

P(1−α) =
1

S(p)
− 1

1
p
− 1

.

P(1−α) ��� �� ���� 	� ������(� ��� �
 ����	�� �������  
� � �	0����� ������ 
 ��
����
��



��� �����	
�� �	����� �	��	�����

����� ����	
��� ������� �����

�� �� ����� �	� 
��� �	�� ��� ���� ���� �� ����� � ����� ������� �� �� ���� � ������ �

��
�
�	�� ���� ���
������ ��� ��������� ������� �� ���
��� �	� ���
���� ����� ����� �� �	��
�	��	� �������� ������
�� � ������ ����� �	�� �
���� � �	� �������� ���	 �	�
��
������� ����� �� ���
������ �� �
	 � ��� �� �������� �	� ���
���� �����
�

������ �� ��� �!" # �	� �������� ���
���� �� �	� ������� (1− α) �� ������� ����������
$	�������# �	� �������%�� ���
���� ���� �� � ������ ���
����� �� ��������� ��&

ts = α + (1− α)p

��� �� p ���
������&

tp = α +
(1− α)p

p
= 1

�

��������# �	� ����� � ��
S(p) = p− α(p− 1)

�� �	�� �����# �	� �
��������� �������� 
�� �� ��� �� ��������� 	�� ��� �	� �������
��%� 
�� �� �
���� � ���	 �	� ��
������� ����� �� ���
������ �� ����� �� �������� �	�
���
���� �����

��� �����	�


$	� �������� �� � �������� ������ ���
����� �	� ���
���� �� �	� ���� �	�� �� ����� ��� ��
�	� ���
������ ��� � ����� 
���������# ����	�� ����'����%�� �	� ���
������ ��� �� �������
�	� �������# 
������� �� 	�� �
	 �(��� �� ������ �� 
�����
����� ��� ���
	����%�)
���� �*+, �-- � �� �� ��.��� ��

E(p) =
ts

p× tp

�	��� ts �� �	� ���
���� ���� ���� ��� ���
����� ��� tp �� �	� ���
���� ���� ���� p
���
������� �� ���������� �� �	�� �/������ �	� ������� ������ ���������� �� ������

E(p) =
S(p)

p
.

�� ����� ���� ��� E(p) ���� �� *# ������� S(p) = p ��� �	�� �	� ���
������ ���
*001 ����%�� �	���	�� �	� ���
���� �� �	� ������� ��� �	��� �� ��� � ���������%�����
����	���� �� �2
���
� �� ���� �	�� p �� ����
��� ��
��� ��� ��� ����� �� � ������� 
��
�� �� �� ��������� 3�� ������
�# ���� ��� ���� ��� ����� ���� �� � ������ ���
����� ��
���� ���� �� ����� �� 
�����
������

$	��� ��� ���� ���� ���
�.
 ��.������ �� �2
���
�# �	
���� �������� ��� ��������

��������# ��������� �� �	�
	 ������# ������� �� ��������# �� ���

��� ����� �	����	

$	� 4
�5� ��
���� ������ �� 	�� ����������� �	� �������� �������������� ������� ��
�	� ����� �� ���
������ ��
������� �� �� ��.��� ��

K(p) = S(p)× E(p) =
S2(p)

p



��� ���� ��	

��� ��������	 
� ��� ����� ������
� �� ����	�	���� �� ��� ��	���� �����	 
� �	
����
	�
�������� �
	 ��� ��	����� ������������
� �
 �
��� ��� ����� ��	������	 �	
�����

��� ����

��� ���� 
� � �
�������
� ���� �� � ��	����� ����	
����� �� ������ �� ��� �	
���� 
� ���
�����	 
� �	
����
	� ���� ����� ��� �
��� �������
� �����

C(p) = p× tp

��� ��
�� � ����
� ��� �� !	����� �� � ������
� 
� ��� �"�����#�

C(p) =
ts

E(p)
.

��� 	
���� ��
��
�

$ �
��
� ���� �� %&' �()*� �� �����	
�� �� ������
�
�� +���
 	���		�� �
 �� ��� ����
��

���
����, 
� �� ���������
�� ���� �����	����� ��������� �
! �"����� �� ���������
� ��
!��� ����� ���	������ �����	� 
� ��	����� �	
������� �������� +'&-� . �
	�� . �	
������
. ��	���� . ����,�

���	� �	� �!
 ����� !�#� �
 �����	� ��� ��	����� ��	�
	����� 
� � ����� ���������
�/
��������� 
� !�����	 
	 �
� 
�� �� ���0�
��� 
	 ���
	#0�
���� ����� �	� 	���		�� �

�� ��	
�� ��� !��� �������/ 	����������#�

1��� ������� 
� ��	����� �
��� �� ��������� �� �� �
	����# ��	��� ����
�� ���� �� �����
	���		�� �
/ ���� �� �
	 � ���� �#���� ���� �
! �
�� ��� ���� �
 �
����
� ��	# !��� ���
�����	 
� �	
����
	�� ���� ����
��/ 
� ��� 
���	 ����/ �� �
! ��� ���� �
 �
����
� ��	���
!��� �	
����
	 �
��� !��� � ���� �#���� ���� ��	 �	
����
	� 2
 �� � !��� ������� ����#
!��� 
�� �
����� ��� �����	 
� �	
����
	� 
�� ���
 �
����� ��� �#���� �����

����� ����	
 ����	


3� ���� ���� ��� �	
���� ���� ���#� ���� ��� ��� �����	 
� �	
������� �������� �� ���	������
���� �� ���� �� 4���������
� �
	 �	
�	��� ���� ���� � �
�� ���� �
 	�� +�
������� ���� ��
���0�
���,� ��� �
�� �� ���� ���� �� �
 ��� � 5�!��� ��
�5 ���� ���
!� ��� �
�������
�
�
 �
������ �� � 	���
����� ��
��� 
� ����/ #�� �
�� �
� !���� �

 ���# �#���� ��� �

��	����� 
��	�����
3� ��	
�� �������/ � �	
�	�� �� �
�����	�� �
 ����� �
���	�� �� ��� ������� +�� ��	�� 
�
!
	� ����� �
������� ��	 ���� ����, �� � ��� �
 ��� �����	 
� �	
������� �������� ����
+p,�
3� ����	��/ �� �� ��	��	 �
 ������� �

� ��	
��0������� �� ��	��	 �	
���� �
���� ����� ���
�
���������
� 
��	���� �
	 ���#.�
�� ���
	����� ���	����� �� �	
�
	��
� �
 ��� �����	

� �	
������ �����

3� ��� ��
��� 
� ���� �
 �
������ � !
	� ���� !��� ( �	
������� ������� �� ts/ ��� ���
��
��� 
� ���� �
 �
������ ��� ���� ���� 
� !
	� !��� p �	
������� �������� �� tp/ ���
��	
�� ������� �"�����# +�� � ��	������� 
� �����	, �� ����� ���

SSE(p) = p× tp
ts
× 100%.



��� ������	
� ����� ��������
��

����� ���� 	
����

�� ���� ���	 ��	 
���	� ���	 ���������� ������	� �� 	��� 
���	����� 	�	�	�� ����� ��������
��� ���������� 	�	�	��� ��	 ��	� �� ����	 � ����	� ����� 
���	� ���	 ���� �������� �� ��
��� �� � �����	 ���	�  �� 	!��
�	�" #�	�	 ��	� ���� ��
	 � �	����	�	�� �� $�����������
 �� 
������� ���� ���	 � ��� � �	���� �� ���	� ����	� �	�����	� ����	����� ���� ��
�	����%�����"
�� ��	 ���	 � �	�� �������� ������ ������	 �� ����	�	� � ��	 ��� ���	 ����� �������� ����	
��	 �������� �� ����	��	� �� ���	�� 
��
������ �� ��	 ���	� � 
���	�����"
���� 
������� ������� �� ���� ���	 ������ ����	 �	�� �� ����	� ���	 ������ �� ��	�
��
������ 	�
��� �	��	��%�	������ ������������� 
���	��� ��	�	 ��	 �������������
��	��	�� �� �	�����	�� �������� �	�����	�� � ��	 ���	� � 
���	��	� ��	�& 	!�	
�����
������	 ���������� ���� 	�
��� �	��� ��	 � ����� ������������� 
���	���� �
	
''#�
��� �����
��	�"

� ��	 ������ � ���	 �� ���
�	�	 � ���� ���� ���� ( 
���	����� 	�	�	�� �� ts� ���
��	 ������ � ���	 �� ���
�	�	 p � ��	 ���	 ���� ����� ���� p 
���	����� 	�	�	��� ��
tp� ��	 �	�� ������� 	)��	��� ��� � 
	��	����	 � ���	��� �� ���	� ��*

WSE(p) =
tp
ts
× 100%

"

��� ���� ��	�
� 	���

� 
�����	� ����	� �� �	��	� �� � ���������� � � 
�����	� ��������� ��� 
�����	� �����%
�	����	 �� ����� ��	 ��������� �� ��
�	�	��	�" #�	�	 ��	� 
	� ������	 � ��	 
�����	�
����	� ������ ������	� ��	 
�����	� ������	����	 �� �	�� �� ��	 ���������"

#��� �� ��	 ���	������ ����	
� � +,-+ ���	� ��		 -	����� ."/�" #�	 	!	������ ���	
�� +,-+ ���	� �� ��	� �� ���		 �������	 ��� ���		 �� ����	 
����	�	��� ���	� ��
���������� �����	 ����� 01/2" #��� 	!	������ ���	 � � 
�����	� 
������ �� N 
���	�
���	 ����� p 
���	����� �� 01/2 0(342 0/52*

T (N ; p) =
ss(N ; p)

rs∞
+

sc(N ; p)

rc∞
+ tc0q

c(N ; p)

��	�	 ��	 �������	 
����	�	�� ��	*

• rs∞ �� ��	 ���
������� ���	 �6�
7��&

• rc∞ �� ��	 ����
����� ������������� �������� ���	7��&

• tc0 �� ��	 �	����	 ���	��� ���&

��� ��	 
������ 
����	�	�� ��	*

• ss(N ; p) �� ��	 ���	� � 6������ 
���� �
	������� �6�
�&

• sc(N ; p) �� ��	 ��	 ���	� � ����� 	��� ����������	� ���	�&

• qc(N ; p) �� ��	 ���	� � �������������� �(�&



��� �����	�
���		 �����	�� ������� ������� ������ ���

��� ������ 	
�	 	
� ���	���� ss(N ; p)� sc(N ; p) ��� qc(N ; p) ��� ��������� �� N ��� p�
�� �� ���	� T (N ; p) ��

T (N ; p) =
ssN(N)ssp(p)

rs∞
+

scN(N)scp(p)

rc∞
+ tc0q

c
N(N)qcp(p) �����

�� �������	��	��� ����� ��	
 �����	 	� p ��� ��		���

∂T (N ; p)

∂p
= 0

�� ��� ���� 	� ��� 	
� ��	���� p∗ ��� 	
������� �� ��	���� 	������� ����������

R∗T =
1

T ∗(N ; p∗(N))

�
�
 �� ���� ��������	 �� N �

��� �����	�
���		 �����	�� ������� ������� ������

�� ������ ����� ������������� �� �� ����� 	
� ������ �� ������	�� �� ��	 	�����
����� ���� 	
��� 
������� ������	��� �rs∞ tc0� ��� 	
��� ���	���� ������	��� �ss(N ; p)
sc(N ; p) qc(N ; p)� 	� ���� 	�� ������������� ��	��  �!"#  $%#� &
�� �� �
��'�� �� ��'��(
��� ����� �� tc0q

c
N(N)) 	
� �����	��� �*��	��� �� 	����� �� ������������� �+��	��� 	���

�+������� ��,

T̄ (N ; p) = δ3s
s
p(p) + δ2s

c
p(p) + qcp(p) ���!�

��	


δ2(N ; tc0, r
c
∞) =

scN(N)

qcN(N)tc0r
c∞

δ3(N ; tc0, r
s
∞) =

ssN(N)

qcN(N)tc0r
s∞

�
��� δ2 ��������	� 	
� ������������� ����	
� ���
�� ��� δ3 �� 	
� ������������� ����

-����� ������ � ������	�� 	
�	 ��������	� 	
� ��	�� �� δ3 ��� δ2 �� �������������

������	����	� ��������� δ1 	
�	 �� �������	�� ��,

δ1(N ; tc0, r
c
∞) =

ssN(N)

scN(N)

(
rc∞
rs∞

)
.���	�	�	��� δ1 ��	� ���!� ������ 	
� ��������� �+��������,

T̄ (N ; p) = δ3s
s
p(p) +

δ3
δ1
scp(p) + qcp(p) ���%�

&
� ��	���� ������ �� ��������� �� ����� 	� �
��'� � ������� �+��	��� 	��� ��
����	�� �� �������	��	��� 	
� ������������� �+��	��� 	��� �� ���%� ��	
 ������� 	� 	
�
��	���� ������ �� ����������
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���� ����
� �� ��
������ �� ����
��� ��������� ���� �� 
 ����
�� ��������� �� ��������� ���� �� ������� ������ �� ����������� ������ �� ����� ��
������������� ���� �	� ������� �� ������ 
��

Sp(N ; p) =
T̄ (N ; 1)

T̄ (N ; p)
���� 

!��	
T̄ (N ; 1) = δ3s

s
p(1) ��	��� �� �� ��������
���� 

Sp(δ2, δ3, p) �
� �� ��������� �� ���� �� δ2 δ3 
� �����!��

Sp(δ2, δ3, p) =
δ3s

s
p(1)

δ3ssp(p) + δ2scp(p) + qcp(p)


�� ��� ������� p̃�

S̃p(δ2, δ3, p̃(δ2, δ3)) =
δ3s

s
p(1)

δ3ssp(p̃) + δ2scp(p̃) + qcp(p̃)

"� �
� 
��� !���� �	� ������� ������
 ��� ������� ������ �� ���������� �� ����� ��
δ1 
�� δ3 ����������� ���# �� ���� �

Sp(δ1, δ3, p̃) =

ssp(1)

ssp(p̃)

1 + 1
δ1

scp(p̃)

ssp(p̃)
+ 1

δ3

qcp(p̃)

ssp(p̃)

���$ 

%	� ���������
���� �� �	� �	�� ������� �
� �� ���&�������� ���� �� 
 '�( �
�	 !	���
�	� &
��
���� �� �	� 
��� 
�� δ1 = δ3/δ2 
�� δ2� %	�� �
�	 �� �
��� ������������� 	��
�����

������ ������� �()�( �
*�� ����
�� �	
� ������ �	� �
�� �
���� δ2 
�� δ3 �δ1 !��� 	
&� �	� �
�� �������

������ �� ���������� p̃ 
�� �	� �
�� ������� ������� S̃p� ���	 ����
�� 
�� �
����
��������������� �������



���� �� ���	
��

��� �������	
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