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Capitolo 1
Introduzione
1.1 Il ris
aldamento ohmi
o degli alimenti: ge-neralità e modellisti
aIl ris
aldamento è la fase fondamentale in un pro
esso di trattamento di un
ibo per la sua 
onservazione, 
ottura o disattivazione enzimati
a.Nei pro
essi di trattamento tradizionali, il 
ibo viene ris
aldato per 
on-duzione, 
onvezione e irraggiamento attraverso la sua super�
ie esterna, sesolido, o attraverso le pareti del 
ondotto, se liquido. In questi 
asi, l'inten-sità di ris
aldamento e, dunque, la velo
ità del pro
esso, è limitata dal fatto
he è ne
essario evitare l'e

essiva 
ottura di quelle zone del 
ibo 
he sono a
ontatto 
on l'ambiente ris
aldante. E' ne
essario dunque limitare i gradientidi temperatura all'interno dell'alimento il 
he 
omporta pro
essi lenti e po
oe�
ienti.Con l'obiettivo di superare questi limiti, negli ultimi trent'anni sono per-tanto state sviluppate di�erenti te
nologie 
he sfruttano il ris
aldamentodi tipo volumetri
o. Ciò sembrerebbe limitare i gradienti di temperatura1



2 1. Introduzionenell'alimento e quindi, 
onsente di migliorare la qualità del prodotto �nito[1℄. Le prin
ipali te
nologie di tipo volumetri
o sono quella a mi
roonde equella ohmi
a. In questi pro
essi, il 
alore è generato internamente al 
iboe, pertanto, viene svin
olato dal ris
aldamento attraverso le pareti di 
on�-ne, 
he avviene solo se è possibile far nas
ere un gradiente di temperaturaall'interno dell'alimento, il 
he può portare, 
ome appena visto, a prodotti diqualità insu�
iente.La te
nologia basata sul ris
aldamento ohmi
o degli alimenti è 
onsidera-ta al giorno d'oggi 
ome quella 
on più vantaggi per i pro
essi di tipo 
ontinuoper il ris
aldamento sia di 
ibi liquidi, sia per i mis
ugli solido/liquido [1℄. E'inoltre di interesse per il trattamento di al
uni 
ibi solidi, 
ome il pes
e e la
arne.Il ris
aldamento ohmi
o si basa essenzialmente sulla generazione internadi 
alore per e�etto ohmi
o in un materiale, l'alimento, sottoposto ad un
ampo elettri
o. In letteratura sono reperibili diversi studi sull'argomento esulle soluzioni te
ni
he. Una approfondita rassegna bibliogra�
a può essereindividuata in [1℄.In generale, le tipologie di ris
aldatori ohmi
i 
omunemente impiegatepossono essere suddivise in tre gruppi fondamentali:1. Con�gurazioni a bat
h (vedi Fig. 1.1), in 
ui il prodotto è viene iso-lato in un re
ipiente, e gli elettrodi sono di tipo 
oassiali (geometrie
ilindri
he), piani o paralleli;2. Con�gurazioni traversali (vedi Fig. 1.2), in 
ui il prodotto s
orre pa-rallelamente agli elettrodi e perpendi
olarmente al 
ampo elettri
o. Intal 
aso gli elettrodi sono generalmente piani, per 
ondotti a sezionerettangolare, o 
oassiali, per 
ondotti a sezione anulare;



1.1 Il ris
aldamento ohmi
o degli alimenti: generalità e modellisti
a 3

Figura 1.1: Con�gurazione di tipo bat
h

Figura 1.2: Con�gurazione di tipo trasversale3. Con�gurazione 
ollineare (vedi Fig.1.3), in 
ui il prodotto s
orre daun elettrodo all'altro, parallelamente al 
ampo elettri
o. In tal 
asoil 
ondotto più utilizzato per la sue sempli
ità ed e
onomia è quello
ilindri
o, e gli elettrodi sono spaziati e disposti lungo il 
ondotto.Nel 
aso di geometrie di tipo bat
h, generalmente un primo appro

io perlo studio di questi sistemi è quello di 
onsiderare il prodotto 
ome un mezzostati
o e quindi risolvere le equazioni delle 
onduzione del 
alore in presenzadi e�etti generativi (vedi [1℄). E' ne
essario tuttavia 
hiarire quando il ruolodella 
onvezione naturale, sempre presente, possa gio
are un ruolo sensibilesui risultati, in funzione della per
entuale solido/liquido del prodotto.In sintesi, la te
nologia di tipo bat
h è piuttosto sempli
e, e può essere



4 1. Introduzione

Figura 1.3: Con�gurazione di tipo 
ollineareutilizzata in appli
azioni artigianali, in appli
azioni industriali in ambito diri
er
a e sviluppo per 
ontrollare 
ome i parametri di pro
esso possano in-�uenzare la qualità del 
ibo e i suoi ma
ro/mi
ro nutrienti (vedi [1℄), o in�neper il trattamento di 
ibi solidi.Certamente più interessanti dal punto di vista industriale sono le 
on�gu-razioni di ris
aldatore ohmi
o di tipo trasversale o 
ollineare. Tali soluzionite
ni
he 
ostituis
o pro
essi di tipo 
ontinuo, nei quali il 
ibo, tipi
amenteliquido o introdotto 
ome sospensione di parti
elle solide in un mezzo liquido,viene trattato in 
ondotti di diversa foggia.Stirling [2℄, 
itato in [1℄, ha presentato uno studio per un ris
aldatore oh-mi
o a 
on�gurazione trasversale. Gli elettrodi sono piani e spaziati lungo il
ondotto di plasti
a. E' stato dunque indagato l'e�etto dell'intensità di 
or-rente sul trattamento termi
o dell'alimento, in parti
olar modo nei 
onfrontidel fenomeno del overheating, sempre da evitare nelle appli
azioni. Berthouet al. [3℄, 
itato in [1℄, hanno inve
e approfondito l'argomento per 
ondottia sezione rettangolare per diversi aspe
t ratio.Nel 
aso di ris
aldatori ohmi
i a geometria 
ollineare, il 
ampo elettri
oe il �usso di 
orrente elettri
a sono paralleli al �usso del prodotto. Gene-ralmente gli elettrodi sono distanziati ampiamente e assemblati in 
ondotti



1.1 Il ris
aldamento ohmi
o degli alimenti: generalità e modellisti
a 5generalmente in plasti
a, in te�on o in pirex per ottenere isolamento elettri
otra gli elettrodi. Comunemente, la super�
ie dell'elettrodo in 
ontatto 
on ilprodotto è limitata e i voltaggio è molto elevato. La frequenza della 
orrenteelettri
a è variabile tra i 50Hz e i 300 Hz, per evitare e�etti ionizzanti dellemole
ole dell'a
qua.Tale pro
esso è stato modellato in diversi studi e 
on�gurazioni in let-teratura. Una approfondita rassegna bibliogra�
a è individuabile in [4℄; [1℄.Quarini [5℄ propone un modello matemati
o per uno s
ambiatore ohmi
o ageometria 
ollineare in un 
ondotto 
ilindri
o verti
ale. Similmente a quantoproposto an
he da de Alwis e Fryer [6℄, in [5℄ viene assunto 
he il termine digenerazione interna di 
alore sia 
ostante nello s
ambiatore. Come osservatotuttavia dallo Autore [℄, tale assunzione è valida se la 
onduttività elettri
adell'alimento non varia in maniera signi�
ativa entro lo s
ambiatore. Vienedunque osservato 
he, sebbene la generazione interna di 
alore sia 
ostante, ledistribuzioni di temperatura in 
ias
una sezione assiale del 
ondotto varianosigni�
ativamente tra la mezzeria del 
ondotto stesso e le pareti laterale. Ciòpuò pertanto portare al sovra-trattamento termi
o di al
une porzioni di �ui-do, aspetto 
he va sempre evitato nelle appli
azioni. Viene inoltre osservato
he l'e�etto della 
onvezione naturale può essere signi�
ativo e può portarea �ussi diretti inversamente al �usso prin
ipale. Mi
hiyoshi et al. [7℄ giun-gono ad osservazioni simili per il medesimo 
aso di analisi, ma 
ondotto pervia sperimentale, in parti
olar modo per quanto riguarda il regime di motolaminare. In [7℄ viene inoltre osservato 
he l'e�etto della 
onvezione naturaleè meno signi�
ativo per il regime di moto turbolento.Il problema del sovra-trattamento termi
o, in quanto fortemente 
orrela-to alla qualità del prodotto �nito, è analizzato an
he da Stan
l et al. [8℄ e daZitny et al. [9℄. In [8℄ e [9℄ viene osservato 
he tale aspetto negativo dei gene-



6 1. Introduzioneratori ohmi
i è parti
olarmente 
orrelato allo deposito sulla super�
ie deglielettrodi in 
ontatto 
on il prodotto per via della bassa 
onduttività elettri-
a dello strato di deposito stesso. Nei medesimi studi [8℄ e [9℄ viene inoltrea�rontato il problema del ris
aldamento in
ontrollato. Tale fenomeno, asso-lutamente da evitare nelle appli
azioni poi
hé porta a guasti dell'impianto,è legato ai parametri operativi, quali per primo l'intensità di 
orrente. Nel
aso di prodotti 
on 
onduttività elettri
a variabile 
on la temperatura, talee�etto è possibile quando la generazione interna di 
alore è 
res
ente 
on latemperatura lo
ale dell'alimento. In tal 
aso, 
ome osservato da [8℄ e [9℄, so-no possibili situazioni in 
ui viene generato una quantità di 
alore in e

esso
he il sistema non ries
e a smaltire 
on l'ambiente. Il pro
esso può pertantodivenire in
ontrollato. Nello studio [8℄ viene proposto pertanto un 
riterioper identi�
are tale situazione.Ulteriori analisi in letteratura sono rivolte a s
ambiatori ohmi
i 
he ela-borino mis
ugli solido-liquido [10℄, [4℄ . Come osservato in questi studi, lapresenza delle parti
elle solide è signi�
ativa o per una elevata 
on
entrazionerispetto al liquido, o quando la loro dimensione 
aratteristi
a è dello stessoordine di grandezza del tubo.1.2 Studi teori
i sulla 
onvezione in 
ondotti
on generazione interna di 
aloreLo studio della 
onvezione in 
ondotti 
ilindri
i 
on generazione interna di
alore 
ostituis
e la base per una analisi a

urata di uno s
ambiatore ohmi
oa geometria trasversale o 
ollineare e per una adeguata 
omprensione dellesue 
aratteristi
he fondamentali di s
ambio termi
o. E' inoltre di interesse indiversi settori della te
nologia, 
ome la te
nologia nu
leare e quella 
himi
a.



1.2 Studi teori
i sulla 
onvezione in 
ondotti 
on generazione internadi 
alore 7E

ellenti trattazioni di lavori teori
i e sperimentali su 
onvezione forzatain 
ondotti sono riportati da Shah and London [11℄, Shah e Batti [12℄ eEbadian e Dong [13℄. Come emerge da questi lavori, tuttavia, non sono statiintrapresi molti studi �nalizzati all'esame dell'in�uenza di una sorgente di
alore sulla 
onvezione forzata laminare nei 
ondotti.Topper [14℄ propone una soluzione analiti
a per la regione di ingresso in
ondotti 
ir
olari 
on temperatura di parete uniforme e generazione di 
aloreinterna 
ostante.Sparrow and Siegel [15℄ hanno esteso l'analisi di Topper [14℄ al 
aso 
ongenerazione interna di 
alore arbitraria e �usso di 
alore da parete. Inoltre, il
aso parti
olare di parete adiabati
a e generazione interna di 
alore uniformeè stata analizzata sperimentalmente da Inman [17℄, mostrando un ottimoris
ontro 
on i risultati di [15℄.Tao [18℄ 
al
ola il numero di Nusselt laminare 
ompletamente sviluppatoper 
ondotti di diversa foggia 
on 
ondizione al 
ontorno di �usso uniformedi 
alore e generazione 
ostante interna di 
alore mediante un appro

ioanaliti
o basato sulle proprietà delle funzioni analiti
he 
omplesse. Tyiagi[19℄ha esteso l'analisi di Tao[18℄ in
ludendo la dissipazione vis
osa.La regione di ingresso termi
o in 
ondotti 
ir
olari 
on 
ondizioni al 
on-torno di terzo tipo e generazione interna di 
alore è stata analizzata da Hsu[20℄. Gli autovalori e le autofunzioni sono 
al
olate in [20℄ numeri
amentemediante la te
ni
a di Runge-Kutta.Un problema simile, ma per un �uido non Newtoniano in un 
ondotto
ir
olare 
on temperatura di parete uniforme e generazione interna di 
olorevariabile linearmente 
on la temperatura, è stata analizzata da Forabos
hi eDi Federi
o [21℄.Mori et al [22℄ hanno analizzato il 
aso 
oniugato in un 
ondotto 
ir
o-



8 1. Introduzionelare 
on �usso laminare 
on generazione interna di 
alore dipendente dal-la temperatura e temperatura 
ostante imposta alla super�
ie della parete
onduttiva.1.3 Finalità e obiettivi del presente lavoro diTesiIl presente lavoro di Tesi ha origine nello studio degli apparati industriali 
hesfruttano il ris
aldamento ohmi
o per la sterilizzazione, la pastorizzazione ola 
ottura dei 
ibi liquidi.Nel presente lavoro di tesi è stato 
onsiderato 
ome 
aso di analisi quellodi generatore ohmi
o in un 
ondotto 
ilindri
o, in regime di moto laminare,
on elettrodi posti alle estremità del 
ondotto stesso. Il 
ibo 
onsiderato è
ompletamente liquido. Dunque, il presente studio è valido ad esempio perl'analisi della pastorizzazione del latte o per la sterilizzazione di purea difrutta.Il presente lavoro può essere suddiviso in due fasi distinte. In una primafase vengono indagati gli aspetti �si
o/matemati
i alla base della te
nologia.Una preliminare fase di ri
er
a bibliogra�
a ha dunque individuato nei lavorisviluppati essenzialmente in ambito nu
leare nel periodo 1950/1960 
ome
asi di studio di riferimento sulla base dei quali poter sviluppare un modellomatemati
o appropriato per il 
al
olo e l'analisi di un ris
aldatore ohmi
o.Per la te
nologia di interesse, sono stati su

essivamente elaborati appro-priati modelli matemati
i di 
omplessità 
res
ente. Tali 
asi di studio 
osti-tuis
ono una estensione dei 
asi già studiati dalla letteratura a 
ondizioni al
ontorno, geometrie e parametri di generazioni appropriati per l'analisi dellate
nologia oggetto del presente lavoro. Le soluzioni matemati
he proposte



1.3 Finalità e obiettivi del presente lavoro di Tesi 9inoltre, diversamente a quanto approfondito in letteratura, sono 
ompleta-mente analiti
he. I prin
ipali vantaggi sono dunque una elevata pre
isionedei risultati e una grande velo
ità di 
al
olo, nel 
aso in 
ui i modelli ma-temati
i venissero implementati in moderni 
odi
i di 
al
olo ingegneristi
o
ome Matlab.Il primo 
aso di studio (Capitolo 1) ha 
ome oggetto quello di 
onvezionelaminare di un �uido newtoniano in un 
ondotto 
ilindri
o 
on 
ondizioni al
ontorno del terzo tipo e generazione interna di 
alore 
ostante nel �uido.Nel se
ondo 
apitolo, l'analisi viene estesa al 
aso di generazione internadi 
alore variabile linearmente 
on la temperatura del �uido. Ciò 
ostituis
el'introduzione di un ulteriore fattore di pre
isione di 
al
olo, maggiormenteappropriato per le appli
azioni, 
he dis
ende dal legame tra la 
onduttivitàelettri
a del �uido e la temperatura.Nel terzo 
apitolo, viene in�ne analizzato il 
aso 
on 
onduzione assialedi 
alore nel �uido, 
aso di interesse per gli s
ambiatori ohmi
i 
he elaborinoelevate portate di �uido, ma a bassa velo
ità.Nel quarto 
apitolo viene in�ne proposta una analisi di uno s
ambiatore di
alore ohmi
o in regime di moto laminare, 
he elabora una portata di pureadi frutta in una geometria 
ilindri
a. A tal �ne la soluzione matemati
aproposta nel Capitolo 2 è stata integrata in ambiente Matlab, alla soluzionedel 
ampo elettri
o all'interno dello s
ambiatore, per mezzo di una pro
eduradi 
al
olo di tipo iterativo.





Capitolo 2
Convezione Laminare in 
ondotti
ilindri
i 
on 
ondizioni al
ontorno del terzo tipo egenerazione interna di 
alore
ostante
Lo studio della 
onvezione forzata in 
ondotti 
on generazione interna di
alore è di interesse prati
o in diversi settori della te
nologia quali, oltre alris
aldamento ohmi
o, il settore nu
leare per quanto 
on
erne i reattori a salifusi e varie tipologie di impianti 
himi
i 
he 
oinvolgano reazioni di pro
esso.Per una dettagliata rassegna bibliogra�
a dei lavori teori
i sull'argomento,si può fare riferimento al Paragrafo 1.2.In questo Capitolo viene analizzata la 
onvezione forzata laminare in 
on-dotti 
ilindri
i 
on generazione interna di 
alore e 
ondizioni al 
ontorno delterzo tipo. Le proprietà del �uido, 
osi 
ome la generazione interna di 
alore,11
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on generazione interna di 
alore 
ostantesono 
onsiderate 
ostanti.Il medesimo 
aso è stato in pre
edenza analizzato da Hsu [20℄. In [20℄,gli autovalori e le autofunzioni sono 
al
olate numeri
amente mediante unate
ni
a alla Runge-Kutta. Il 
al
olo risulta pertanto a�etto da al
une impre-
isioni, in parti
olar modo per quanto riguarda la zona di 
ompleto sviluppotermi
o.Negli ultimi trenta anni tuttavia sono stati sviluppati in letteratura me-todi più e�
ienti per risolvere i problemi di Sturm-Liouville asso
iati alla
onvezione forzata in 
ondotti [34℄. Tali metodi diventano estremamenteinteressanti se implementati in moderni software di 
al
olo s
ienti�
o 
omeMathemati
a [
itare una release di Mathemati
a℄ o Matlab [
itare una releasedi Matlab℄.Nel presente Capitolo, ad una ri
er
a numeri
a degli autovalori e auto-funzioni 
ome in [20℄, si preferis
e dunque proporre una soluzione analiti
aesatta in termini di funzioni di Poiseuille [34℄. Ciò 
onsente, per il 
aso diesame, di esprimere le autofunzioni in maniera analiti
a esatta. Indubbi sonodunque i vantaggi dal punto di vista della pre
isione di 
al
olo rispetto aduna soluzione numeri
a, a parità di tempi ri
hiesti per l'elaborazione dei dati.Vengono rappresentati e dis
ussi i risultati dei parametri prin
ipali dis
ambio termi
o nella regione di ingresso termi
o e di 
ompleto sviluppo.In�ne, vengono in
lusi e dis
ussi nella trattazione 
ome sotto
asi della 
on-dizione al 
ontorno del terzo tipo, i 
asi 
on temperatura di parete uniforme(
ondizione al 
ontorno di tipo T) e quello di parete adiabati
a.
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o 13

Figura 2.1: Rappresentazione s
hemati
a del problema2.1 Modello Matemati
oIl problema in esame, rappresentato in Figura 2.1, è 
ostituito da un 
ondot-to 
ilindri
o di lunghezza semi-in�nita ove un �uido Newtoniano a proprietà
ostanti 
ir
ola in regime laminare stazionario. All'ingresso, il pro�lo di velo-
ità è quello sviluppato, mentre quello di temperatura è uniforme, 
on valorepari a T ′

0. Nel �uido la dissipazione vis
osa e la 
onduzione assiale di 
aloresono assunte essere tras
urabili. La generazione di 
alore è uniforme. In�ne,le 
ondizioni al 
ontorno sono quelle di s
ambio termi
o 
on un ambientea temperatura uniforme T ′

a, 
on 
oe�
iente di s
ambio termi
o U uniforme(
ondizione al 
ontorno di tipo T3).Il problema risulta essere des
ritto matemati
amente 
ome segue:Conservazione dell'energia:
2Wρcp

(

1−

(

r′

D/2

)2
)

∂T ′

∂x′
= k

1

r′
∂

∂r′

(

r′
∂T ′

∂r′

)

+ q′′′gen (2.1)Condizioni al 
ontorno:



14 2. Caso 
on generazione interna di 
alore 
ostante
T ′(0, r′) = T ′

0 per x′ = 0 (2.2)
∂T ′

∂r′

∣

∣

∣

∣

r′=0

= 0 per 0 < x′ < +∞ (2.3)
−
∂T ′

∂r′

∣

∣

∣

∣

r′=D/2

= U(T ′

w − T ′

a) per 0 < x′ < +∞ (2.4)Il problema è reso adimensionale 
on le seguenti regole:
x∗ = X ′/(RePrD/2)

r = r′/(D/2)

T = (T ′ − T ′

a)/(T
′

a − T ′

0)L'Equazione (2.1) e le sue 
ondizioni al 
ontorno (2.2),(2.3),(2.4) diven-gono:
(1− r2)

∂T ′

∂x∗
=

1

r

∂

∂r

(

r
∂T

∂r

)

+ S0 (2.5)
T (0, r) = −1 per x∗ = 0 (2.6)
∂T

∂r

∣

∣

∣

∣

r=0

= 0 per 0 < x∗ < +∞ (2.7)
∂T

∂r

∣

∣

∣

∣

r=1

+
1

2RW
T |r=1 = 0 per 0 < x∗ < +∞ (2.8)I parametri adimensionali del problema individuabili nelle Eq. (2.5),(2.6), (2.7), (2.8), sono:

S0 =
q′′′genD

2

4k(T ′

a − T ′

0)

RW = k/UDove S0 e RW rappresentano rispettivamente la generazione interna di
alore adimensionale e la resistenza termi
a adimensionale dell'ambiente [11℄.



2.2 Metodo Risolutivo 152.2 Metodo RisolutivoLa soluzione delle Eq. (2.5), (2.6), (2.7), (2.8), può essere espressa nellaseguente forma:
T (x∗, r) = RWS0 +

S0

4

(

1− r2
)

+ φ (x∗, r) (2.9)La funzione φ (x∗, r) sarà soluzione della seguente equazione di�erenziale:
(

1− r2
) ∂φ

∂x2
=

1

r

∂

∂r

(

r
∂φ

∂r

) (2.10)
on le 
ondizioni al 
ontorno:
φ(0, r) = −1 −RWS0 −

S0

4

(

1− r2
)

per x∗ = 0 (2.11)
∂φ

∂r

∣

∣

∣

∣

r=0

= 0 per 0 < x∗ < +∞ (2.12)
∂φ

∂r

∣

∣

∣

∣

r=1

+
1

2RW

φ|r=1 = 0 per 0 < x∗ < +∞ (2.13)Con il metodo di separazione di variabili, φ (x∗, r) può essere espressa
ome:
φ(x∗, r) =

∞
∑

i=1

Aigi(x
∗)fi(r) (2.14)ove, le funzioni gi(x∗) e fi(r)sono soluzione di:

dgi
dx∗

= −λigi per 0 < x∗ < +∞ (2.15)
d2fi
dr2

+
1

r

dfi
dr

+ S0fi = −λifi(1− r2) per 0 < r < 1 (2.16)
on 
ondizioni al 
ontorno:
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on generazione interna di 
alore 
ostante
∞
∑

i=1

Aigi(0)fi(r) = φ(0, r) (2.17)
dfi
dr

∣

∣

∣

∣

r=0

= 0 (2.18)
dfi
dr

∣

∣

∣

∣

r=1

+
1

2RW

fi|r=1 = 0 (2.19)L'Eq. (2.15), ammette un integrale generale di tipo esponenziale:
gi(x

∗) = e−λix∗

per 0 < x∗ < +∞ (2.20)Sino a questo punto il pro
edimento è generale. Hsu [20℄ propone unari
er
a numeri
a degli autovalori λi mediante il metodo di Runge-Kutta. Nelpresente lavoro si preferis
e inve
e risolvere per via analiti
a l'Eq.(2.16). Lageneri
a soluzione dell'Eq.(2.16) è difatti data da quella funzione di Poiseuillelimitata lungo l'asse del 
ondotto, pe(r, µi), in modo 
he la 
ondizione al
ontorno di assial-simmetria, Eq.(2.18), sia sempre soddisfatta [23℄:
fi(r) = pe(r, µi) = e⌊−µir

2/2⌋
1F1

⌊

αi, 1, µir
2
⌋ (2.21)ove:

µi = λ
1/2
i

αi =
1

2

(

1−
µi

2

)I valori della 
ostante di separazione λi sono le radi
i della equazione tra-s
endente data dall' Eq.(2.19). A�n
hé la soluzione φ abbia signi�
ato �si
o,essa deve essere una funzione limitata e, ne
essariamente, le radi
i λi devonoessere reali e positive. Si può fa
ilmente dimostrare 
he le autofunzioni fi(r),
on le 
ondizioni al 
ontorno del terzo tipo, Eq.(2.19), garantis
ono:
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∫ r=1

r=0

(

1− r2
)

fi(r)fj(r)rdr

〈

= 0 se i 6= j

6= 0 se i = j
(2.22)Dall'Eq.(2.17), grazie alla proprietà data dall'Eq.(2.22), segue 
he:

Ai =

∫ 1

0
φ (0, r) fi(r)(1− r2)rdr
∫ 1

0
f 2
i (r) (1− r2) rdr

(2.23)La soluzione dell'Eq.(2.5) diviene allora:
T (x∗, r) =

∞
∑

i=1

Aie
−λix

∗

fi(r) +RWS0 +
S0

4

(

1− r2
) (2.24)La temperatura adimensionale di mes
olamento è data da:

Tb(x
∗) = 4

∫ 1

0

(1− r2)Trdr (2.25)Al �ne di 
al
olare l'integrale dell'Eq.(2.25), è ne
essario osservare 
hel'integrale in 0 ≤ r ≤ 1 di 
ias
una autofunzione fi(r), in virtù del proble-ma di Sturm-Liouville, Eq.(2.16), e della 
ondizione al 
ontorno di assial-simmetria, Eq.(2.18), è dato da:
∫ 1

0

(1− r2)fi(r)rdr = −
1

λi

(

r
dfi
dr

)
∣

∣

∣

∣

r=1

(2.26)Imponendo le 
ondizioni al 
ontorno, Eq.(2.18) e (2.19), l'Eq.(2.26) puòan
he essere espressa 
ome:
∫ 1

0

(1− r2)fi(r)rdr =
1

2λiRW
fi(r = 1) (2.27)La temperatura adimensionale di mes
olamento, Eq.(2.25), tenendo in
onsiderazione le Eq.(2.24),(2.26),(2.27) può pertanto essere espressa 
ome:

Tb(x
∗) = −4

∞
∑

i=1

Aie
−λix

∗ 1

λi

(

r
dfi
dr

)
∣

∣

∣

∣

r=1

+RWS0 +
1

6
S0 (2.28)



18 2. Caso 
on generazione interna di 
alore 
ostanteoppure:
Tb(x

∗) = −4

∞
∑

i=1

Aie
−λix∗ 1

λi

1

2λiRW
fi(r = 1) +RWS0 +

1

6
S0 (2.29)La potenza termi
a s
ambiata alla parete per unità di super�
ie, 
onsi-derata positiva quando entrante nel sistema, è data da:

q′′W = k
∂T ′

∂r′

∣

∣

∣

∣

r=D/2

(2.30)Adimensionalizzando l'Eq.(2.30) si ottiene 
he:
q′′W = k

(T ′

a − T ′

0)

D/2

∂T

∂r

∣

∣

∣

∣

r=1

(2.31)Pertanto, dall'Eq.(2.30) e (2.31) segue la de�nizione di �usso di 
aloreadimensionale s
ambiato alla parete adottata in questo studio:
qW (x∗) =

q′′W

k
(T ′

a−T ′

0
)

D/2

=
∂T

∂r

∣

∣

∣

∣

r=1

(2.32)Il numero di Nusselt lo
ale è dato da:
Nux = 2

∂T (x∗,r)
∂r

∣

∣

∣

r=1

TW (x∗)− Tb(x∗)
(2.33)Tenendo in 
onsiderazione le Eq.(2.8),(2.24),(2.29), il numero di Nusseltlo
ale, Eq.(2.33), può pertanto essere espresso 
ome:

Nux =
2
∑

∞

i=1Aie
−λix∗ dfi

dr

∣

∣

r=1
− S0

∑

∞

i=1Aie−λix∗

(

fi(r = 1) + 4
λi

dfi
dr

∣

∣

r=1

)

− 1
6
S0

(2.34)In�ne, 
onsiderando il limite dell'Eq.(2.34) per x∗ → +∞ si ottiene ilnumero di Nusselt asintoti
o, 
he assume la seguente espressione:
Nux,fd = 6 (2.35)



2.2 Metodo Risolutivo 192.2.1 Caso T 
on generazioneLa soluzione del 
aso T può essere ottenuta direttamente dalla soluzioneproposta per il 
aso T3 quando RW = 0. Dalla Eq.(2.24), ponendo RW = 0,si ottiene:
T (x∗, r) =

∞
∑

i=1

Aie
−λix∗

fi(r) +
S0

4

(

1− r2
) (2.36)ove gli autovalori sono dati dalla seguente equazione tras
endente, otte-nuta dall'Eq.(2.19) una volta posto RW = 0:

fi|r=1 = 0 (2.37)L'Eq.(2.22) è an
ora soddisfatta; le 
ostanti Ai sono pertanto date dal-l'Eq.(23), ove la funzione φ(0, r) si ottiene dall'Eq.(2.11) una volta posto
RW = 0.La temperatura adimensionale di mes
olamento è data dall'Eq.(2.28) unavolta posto RW = 0. Si osservi 
he l'Eq.(2.29) è utilizzabile solo per il 
asoT3, ma non per quello T.Inoltre, sia il �usso di 
alore adimensionale s
ambiato alla parete, Eq.(2.32),sia il numero di Nusselt lo
ale di Eq.(2.34), sia quello asintoti
o, Eq.(2.35),sono immediatamente trasferibili al 
aso T. In�ne, il valore del numero diNusselt asintoti
o, Eq. (2.35), 
orrisponde a quello 
al
olato da Mori et al.[22℄.2.2.2 Caso adiabati
o 
on generazioneSi ottiene il 
aso adiabati
o quando RW → ∞. Una dettagliata trattazionedel 
aso adiabati
o 
on generazione interna di 
alore è proposta da Sparrowe Siegel [15℄; nel presente lavoro si è fatto riferimento a tale trattazione
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on generazione interna di 
alore 
ostantesostituendo la soluzione numeri
a di Sparrow e Siegel [15℄ 
on la soluzioneanaliti
a qui proposta in termini di funzioni di Poiseuille. La distribuzionedi temperatura adimensionale nella regione di ingresso termi
o per il 
asoadiabati
o 
on generazione è allora data da:
T (x∗, r) = 2S0x

∗ − 1 +
S0

4

(

r2 −
1

2
r4 −

1

4

) ∞
∑

i=1

Aie
−λix∗

fi(r) (2.38)ove le autofunzioni fi(r) sono soluzione del problema di Sturm-Liouville diEq.(2.16) e gli autovalori sono radi
i della seguente equazione tras
endente,
he dis
ende dall'Eq.(2.19) una volta posto RW → ∞:
dfi
dr

∣

∣

∣

∣

r=1

= 0 (2.39)L'Eq.(2.22) è an
ora soddisfatta. Le 
ostanti Ai sono pertanto date da:
Ai =

∫ 1

0
S
4

(

r2 − 1
2
r4 − 1

4

)

fi(r)(1− r2)rdr
∫ 1

0
f 2
i (r) (1− r2) rdr

(2.40)2.3 Risultati e Dis
ussioneMediante il metodo della se
ante sono stati 
al
olati i primi venti valori della
ostante di separazione li per RW = 0, 0.25, 2.5 · 105,∞, in virtù dei qualiil 
al
olo della temperatura adimensionale, Eq.(2.24), risulta a

urato per
x∗ ≥ 5 · 10−3. In Tabella 2.1 sono riportati i primi die
i autovalori.Gli autovalori 
al
olati per RW = 0, RW = 0.25 e RW → ∞ sono ine

ellente a

ordo rispettivamente 
on quelli proposti da Barr e Wiginton[25℄, Hsu [20℄ e Sparrow e Siegel [15℄.Dall'analisi della Tabella 2.1, si osserva 
he l'andamento della funzione
λi = λi(RW ) è de
res
ente 
on RW ed è 
onvergente a λi = λi(RW = ∞).
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ussione 21Tabella 2.1: I primi die
i autovalori in funzione di RWN RW = 0 RW = 0.25 RW = 25 RW = 25 · 105 RW = ∞1 7.3135869 4.0000000 0.0792722 7.9999 · 10−6 02 44.609461 32.992650 25.781377 25.679622 25.6796123 113.92103 93.027181 83.977669 83.861767 83.8617554 215.24054 184.69703 174.29374 174.16675 174.166745 348.56411 308.17107 296.67259 296.53631 296.536306 513.89006 463.52136 451.09157 450.94721 450.947197 711.21753 650.78560 637.53894 637.38735 637.387348 940.54606 1420.15.00 856.00765 855.84951 855.849509 1201.8753 1121.1373 1106.4931 1106.3290 1106.329010 1495.2052 1404.2489 1388.9921 1388.8225 1388.8224In Figura 2.2 vengono rappresentati i pro�li di temperatura adimensionaleper diversi valori della 
oordinata assiale. Nella regione di ingresso, la distri-buzione di temperatura adimensionale risulta essere 
ir
a uniforme quando
S0 < 0, mentre si osservano apprezzabili disomogeneità quando S0 > 0. Nellaregione di 
ompleto sviluppo, dall'Eq.(2.24) segue 
he nel 
aso T3 la di�eren-za tra il valore della temperatura adimensionale in 
orrispondenza dell'assedel 
ondotto e della parete è data da S0/4.In Figura 2.3 viene rappresentata l'in�uenza del termine di generazionedi 
alore adimensionale S0 sulle distribuzioni della temperatura di parete e dimes
olamento adimensionali e del �usso adimensionale di 
alore alla parete.E' stato s
elto di rappresentare i 
asi per S0 = ±10 in modo 
he l'e�etto dellagenerazione interna fosse parti
olarmente evidente. Possono essere eviden-ziate due diverse situazione �si
he 
he dipendono essenzialmente dal segno di
S0. Quando S0 > 0, il 
he 
orrisponde alla situazione in 
ui il �uido entra nel
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alore 
ostante

Figura 2.2: Distribuzione della temperatura adimensionale a diverse
oordinate assiali; RW = 0.25
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ondotto a una temperatura inferiore a quella dell'ambiente, si osserva 
he latemperatura adimensionale di mes
olamento è 
res
ente, ossia il �uido è ri-s
aldato per tutta la lunghezza del 
ondotto. Il �usso termi
o s
ambiato allaparete entra nel sistema per un primo tratto di 
ondotto, a valle del quale il
alore è 
eduto all'esterno. Quando S0 < 0, il 
he 
orrisponde alla situazionein 
ui il �uido entra nel 
ondotto a una temperatura già superiore a quelladell'ambiente, la temperatura adimensionale di mes
olamento è de
res
en-te, ossia la temperatura di mes
olamento 
res
e. Inoltre, il �usso termi
os
ambiato alla parete è diretto verso l'ambiente per tutta la lunghezza del
ondotto.Nella regione di 
ompleto sviluppo, le distribuzioni del �usso di 
alo-re adimensionale s
ambiato alla parete e della temperatura adimensionaledi parete e di mes
olamento risultano indipendenti dalla 
oordinata assiale.Dalla soluzione del problema, Eq.(2.24), segue difatti 
he:
Tw,fd = RWS0 (2.41)e an
ora:

∂T (x∗, r)

∂r

∣

∣

∣

∣

r=1

= −
S0

2
(2.42)ossia, tenendo in 
onsiderazione l'Eq.(2.31) e la de�nizione di S0, si ottiene
he il �usso termi
o s
ambiato alla parete nella regione di 
ompleto sviluppoè dato da:

q′′W = −
q′′′genD

4
(2.43)Dalla Eq.(2.43) segue 
he, de�nito il nuovo parametro adimensionale S∗ =

q′′′genD/q′′W [11℄, esso assume per il 
aso T3, nella regione di 
ompleto sviluppo,
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alore 
ostante

Figura 2.3: Distribuzione della temperatura di parete e di mes
olamentoadimensionale del �usso di 
alore adimensionale s
ambiato alla parete



2.3 Risultati e Dis
ussione 25

Figura 2.4: Distribuzione del numero di Nusselt lo
ale; RW = 0.25un valore 
ostante, ossia:
S∗

fd = −4 (2.44)E' in�ne possibile osservare 
he il 
aso H 
on S∗ = −4 [19℄ ha il medesimonumero di Nusselt asintoti
o del 
aso T3, Eq. (2.35).In Fig. 2.4 è rappresentata la distribuzione del numero di Nusselt lo
a-le per RW = 25 in funzione di S0. Tutte le 
urve 
onvergono asintoti
a-mente a Nux,fd = 6, Eq.(2.35), indipendentemente dal valore assunto dairaggruppamenti adimensionali del problema.Inoltre, si può osservare dalla Fig. 2.4 
he nella regione di ingresso, in
orrispondenza di determinati valori della 
oordinata assiale adimensionale,il numero di Nusselt lo
ale tende a ±∞. In questi 
asi, 
ome osservato an
heda Shah e London [11℄, il signi�
ato del numero di Nusselt lo
ale è puramentematemati
o e non è utile al 
al
olo del �usso termi
o s
ambiato alla paretea partire dal valore Nu.
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on generazione interna di 
alore 
ostanteIl problema analizzato nel lavoro presente è stato studiato an
he da Hsu[20℄. I risultati proposti in [20℄ sono limitati al dominio 0 ≤ x∗ ≤ 0.2 
heappartiene alla regione di ingresso termi
o. Utilizzando la soluzione appros-simata proposta in [20℄ è possibile osservare 
he gli andamenti del numerodi Nusselt lo
ale, per i 
asi analizzati da Hsu (−1 ≤ S0 ≤ 0 e RW = 0.25),raggiungono lo sviluppo 
ompleto solo per x∗ ∼ 2, ove Nu ∼ 6. La ragioneper 
ui il valore asintoti
o Nux,fd = 6, Eq. (2.35), non è ottenuto in manieraesatta è probabilmente dovuta al metodo numeri
o utilizzato.In Fig. 2.5 vengono 
onfrontate le distribuzioni della temperatura dimes
olamento adimensionale per S0 = 10 
orrispondenti a RW = 25, 2.5 · 105e ∞. Si può osservare 
he la temperatura adimensionale di mes
olamentoper RW = 25 
oin
ide 
on quella del 
aso adiabati
o sino a x∗ ∼ 2, mentrequella per RW = 2.5 · 105 fornis
e la stessa distribuzione della temperaturadi mes
olamento del 
aso adiabati
o sino ad x∗ ∼ 2 · 104. Pertanto, all'attoprati
o, questo ultimo 
aso può propriamente essere 
onsiderato adiabati
o.Inman [17℄ trova un e

ellente a

ordo tra i dati sperimentali per un tubo
on isolamento in �bra di vetro e i risultati analiti
i di Sparrow and Siegel[15℄ per il 
aso di parete adiabati
a. Sulla base della Figura 2.5, questa
on
ordanza è probabilmente dovuta al resto della lunghezza della sezionedello strumento sperimentale (x∗

max ≈ 0.1), 
he non era lungo abbastanza daottenere le 
ondizioni di 
ompleto sviluppo.
2.4 Considerazioni 
on
lusiveE' stata analizzata la 
onvezione forzata laminare in 
ondotti 
ilindri
i 
ongenerazione interna di 
alore uniforme e 
ondizioni al 
ontorno del terzo tipo.Dall'analisi risulta 
he quando la resistenza termi
a adimensionale del-
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Figura 2.5: Confronto tra le distribuzioni della temperatura adimensionale dimes
olamento del 
aso adiabati
o e di 
asi T3 
on RW = 25, 2.5 ·105;S0 = 10l'ambiente è �nita o, eventualmente nulla (
aso T), il numero di Nusseltasintoti
o assume un valore 
ostante, indipendentemente dal valore dei rag-gruppamenti adimensionali del problema. Tale risultato trova spiegazionenel fatto 
he, nella regione di 
ompleto sviluppo, tutta la potenza termi
agenerata viene 
eduta all'ambiente.E' stato inoltre osservato 
he i 
asi 
on RW > 105 possono essere 
on-siderati all'atto prati
o 
asi adiabati
i. Dai risultati ottenuti, è stato in�neosservato 
he la de�nizione della di�erenza di temperatura 
aratteristi
a su
ui è fondata la de�nizione del 
oe�
iente di s
ambio termi
o 
onvettivo lo-
ale, da 
ui quella del numero di Nusselt lo
ale, è inappropriata per la regionedi ingresso termi
o del problema oggetto di questo studio.





Capitolo 3
Convezione Laminare in 
ondotti
ilindri
i 
on 
ondizioni al
ontorno del terzo tipo egenerazione interna di 
alorevariabile
Lo studio della 
onvezione forzata in 
ondotti 
on generazione di 
alore va-riabile è di rilevanza prati
a in diverse appli
azioni, quali ad esempio il ris
al-damento ohmi
o, per via della dipendenza della 
onduttività elettri
a deglialimenti liquidi 
on la temperatura [30℄ , e nel settore 
himi
o, nel 
aso direazioni 
himi
he esotermi
he o endotermi
he [21℄. Per una dettagliata ras-segna bibliogra�
a dei lavori teori
i sull'argomento, si può fare riferimento alParagrafo 1.2.In questo Capitolo viene analizzata la 
onvezione forzata laminare in 
on-dotti 
ilindri
i 
on generazione interna di 
alore e 
ondizioni al 
ontorno del29



30 3. Caso 
on generazione interna di 
alore variabileterzo tipo. Le proprietà del �uido sono 
onsiderate 
ostanti, mentre la ge-nerazione interna di 
alore è 
onsiderata variabile linearmente 
on la tem-peratura lo
ale del �uido. L'analisi del presente Capitolo 
ostituis
e dunquel'estensione dell'analisi del Cap. 2, al 
aso 
on generazione interna di 
alorevariabile.Un 
aso simile a quello a�rontato nel presente Capitolo, ma per un �uidonon newtoniano in un 
ondotto 
ilindri
o 
on 
ondizioni al 
ontorno di tem-peratura uniforme, è stato analizzato da Forabos
hi e Di Federi
o [21℄. In[21℄ gli autovalori e le autofunzioni vengono 
al
olate utilizzando il metodo diFrobénius. Mori et al. [22℄ estendono l'analisi [21℄ al 
aso 
oniugato di 
on-vezione forzata laminare in un 
ondotto 
ilindri
o 
on temperatura impostaalle pareti esterne del 
ondotto.Nel presente Capitolo si è fatto riferimento alla trattazione proposta daForabos
hi e Di Federi
o [21℄, sostituendo alle autofunzioni ri
er
ate in [21℄mediante il metodo di Frobénius, una soluzione analiti
a esatta, espressain termini di funzioni di Poiseuille [34℄. Indubbi sono dunque i vantaggidal punto di vista della pre
isione di 
al
olo, a parità di tempi ri
hiesti perl'elaborazione dei dati.Vengono rappresentati e dis
ussi i risultati dei parametri prin
ipali dis
ambio termi
o nella regione di ingresso termi
o e di 
ompleto sviluppo, sianel 
aso di generazione interna di 
alore 
res
ente 
on la temperatura, 
hede
res
ente. In�ne, vengono in
lusi e dis
ussi nella trattazione 
ome sotto
asidella 
ondizione al 
ontorno del terzo tipo, i 
asi 
on temperatura di pareteuniforme (
ondizione al 
ontorno di tipo T) e quello di parete adiabati
a.
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Figura 3.1: Geometria e 
ondizioni al 
ontorno3.1 Equazioni e strategie di soluzioneIl problema 
onsiderato è riportato s
hemati
amente in Figura 3.1. Un �uidonewtoniano a proprietà 
ostanti s
orre in un 
ondotto 
ilindri
o 
on genera-zione interna di 
alore dipendente linearmente dalla temperatura. Il pro�lodi velo
ità è 
ompletamente sviluppato, mentre il pro�lo di temperatura al-l'ingresso della sezione di sviluppo termi
o è uniforme. Alla parete viene
onsiderata una 
ondizione al 
ontorno 
onvettiva 
on 
oe�
iente di s
am-bio termi
o e 
on una temperatura di ambiente 
ostante. Vengono tras
uratela dissipazione vis
osa e la 
onduzione di 
alore assale.Il problema è des
ritto matemati
amente 
ome segue:Conservazione dell'energia
2Wρcp

(

1−

(

r′

D/2

)2
)

∂T ′

∂x′
= k

1

r′
∂

∂r′

(

r′
∂T ′

∂r′

)

+ q′′′o (1+β ′

0(T
′−T ′

0)) (3.1)Condizioni al 
ontorno
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T ′(0, r′) = T ′

0 per x′ = 0 (3.2)
∂T ′

∂r′

∣

∣

∣

∣

r′=0

= 0 per 0 < x′ < +∞ (3.3)
−k

∂T ′

∂r′

∣

∣

∣

∣

r′=D/2

= U(T ′|r′=D/2 − T ′

a) per 0 < x′ < +∞ (3.4)Le equazioni (3.1), (3.2), (3.3), (3.4) sono quindi espresse in forma adi-mensionale , se
ondo le seguenti variabili adimensionali:
x∗ = x′/(PeD/2)

r = r′/(D/2)

T = (T ′ − T ′

a)/∆T ′

refSono possibili diverse s
elte per ∆T ′

ref : le più frequenti sono ∆T ′

ref =

T ′

a − T ′

0 e ∆T ′

ref = q′′′0 D
2/4k. Nel presente lavoro, viene utilizzata la primaforma, poi
hé porta ad una espressione più 
onveniente per il trattamentodella 
ondizione al 
ontorno adimensionale all'imbo

o.Le equazioni (3.1) e relative 
ondizioni al 
ontorno (3.2), (3.3), (3.4),diventano:

(1− r2)
∂T ′

∂x∗
=

1

r

∂

∂r

(

r
∂T

∂r

)

+ S0 + S2
1T (3.5)

T (0, r) = −1 per x∗ = 0 (3.6)
∂T

∂r

∣

∣

∣

∣

r=0

= 0 per 0 < x∗ < +∞ (3.7)
∂T

∂r

∣

∣

∣

∣

r=1

+
1

2RW

T |r=1 = 0 per 0 < x∗ < +∞ (3.8)I parametri adimensionali sono dati dalle formule:
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RW =

k

UD

S0 =
q′′′0 (1 + β ′

0(T
′

a − T ′

0))D
2)

4k(T ′

a − T ′

0)

S2
1 =

q′′′0 β
′

0D
2

4k

RW è la resistenza termi
a ambientale adimensionale; S0 e S1 derivanodal termine di generazione di 
alore. La soluzione delle equazioni (3.5), (3.6),(3.7), (3.8) può essere de
omposta in:
T (x∗, r) = T1(r) + T2 (x

∗, r) (3.9)Sostituendo l'Equazione (3.9) nelle Equazioni (3.5), (3.6), (3.7), (3.8), se-gue 
he la funzione T1(r) è la soluzione della seguente equazione di�erenzialeordinaria:
1

r

d

dr

(

r
dT1

dr

)

+ S0 + S2
1T1 = 0 (3.10)
on le 
ondizioni al 
ontorno:

dT1

dr

∣

∣

∣

∣

r=0

= 0 per 0 < x∗ < +∞ (3.11)
dT1

dr

∣

∣

∣

∣

r=1

+
1

2RW

T1|r=1 = 0 per 0 < x∗ < +∞ (3.12)Le soluzioni delle Equazioni (3.10), (3.11), (3.12) , è data da:
T1(r) =

S0

S1

J0(S1r)

J0(S1)− 2RWS1J1(S1)
−

S0

S2
1

(3.13)L'Equazione (3.13) non è valida per i valori S2
1 
he rende nullo il deno-minatore dell'Equazione (3.13). La funzione T2(x
∗, r) è quindi la soluzionedella seguente equazione di�erenziale parziale:
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(1− r2)

∂T2

∂x∗
=

1

r

∂

∂r

(

r
∂T2

∂r

)

+ S2
1T2 (3.14)
on le 
ondizioni al 
ontorno:

T2(0, r) = −1− T1(r) per x∗ = 0 (3.15)
∂T2

∂r

∣

∣

∣

∣

r=0

= 0 per 0 < x∗ < +∞ (3.16)
∂T2

∂r

∣

∣

∣

∣

r=1

+
1

2RW
T2|r=1 = 0 per 0 < x∗ < +∞ (3.17)Seguendo il metodo di separazione delle variabili, la funzione T2(x

∗, r)può essere espressa 
ome:
T2(x

∗, r) =

∞
∑

i=1

Aigi(x
∗)fi(r) (3.18)Le funzioni gi(x∗) e fi(r) sono soluzione di:

dgi
dx∗

= −λigi per 0 < x∗ < +∞ (3.19)
d2fi
dr2

+
1

r

dfi
dr

+ S2
1fi = −λifi(1− r2) per 0 < r < 1 (3.20)L'Equazione (3.20) è 
ompletata dalle seguenti 
ondizioni al 
ontorno:

dfi
dr

∣

∣

∣

∣

r=0

= 0 (3.21)
dfi
dr

∣

∣

∣

∣

r=1

+
1

2RW

fi|r=1 = 0 (3.22)Introdu
endo le seguenti posizioni
µi = λ

1/2
i

αi =
1

2

(

1−
µi

2
−

S2
1

2µi

)
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a dell'Equazione (3.20) è data dalla funzione di Poi-seulle vin
olata all'asse del 
ondotto, tale 
he la 
ondizione al 
ontorno disimmetria assiale, in Equazione (3.21), è sempre soddisfatta [23℄:
fi(r) = pe(r, µi) = e⌊−µir

2/2⌋
1F1

⌊

αi, 1, µir
2
⌋ (3.23)I valori ammissibili della 
ostante di separazione λi sono le radi
i dell'e-quazione tras
endente (3.22). La ri
er
a di queste radi
i può essere fa
ilmenteeseguito mediante una pro
edura numeri
a.Una soluzione generale dell'Equazione (3.19) può essere espressa in ter-mini della funzione esponenziale:

gi(x
∗) = e−λix∗

per 0 < x∗ < +∞ (3.24)Le 
onstanti Ai 
he soddisfano le 
ondizioni al 
ontorno Equazioni (3.15)sono determinate mediante la seguente pro
edura. Dalle Equazioni (3.15),(3.18), (3.24) segue:
∞
∑

i=1

Aifi(r) = −1 − T1(r) (3.25)Può essere fa
ilmente dimostrato 
he le funzioni fi(r), 
on le 
ondizionial 
ontorno Equazioni (3.21) e (3.22), garantis
ono:
∫ r=1

r=0

(

1− r2
)

fi(r)fj(r)rdr

〈

= 0 se i 6= j

6= 0 se i = j
(3.26)Moltipli
ando entrambi i membri dell'Equazione (3.25) per (1−r2)fj(r)reintegrando da r = 0 a r = 1, sulla base della proprietà data dall'Equazione(3.26), segue:

Aj =

∫ 1

0
(−1− T1(r)) fj(r)(1− r2)rdr
∫ 1

0
f 2
j (r) (1− r2) rdr

, j = 1, 2, 3, . . . (3.27)
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on generazione interna di 
alore variabileDalle Equazioni (3.9), (3.13), (3.18), (3.24) segue:
T (x∗, r) =

∞
∑

i=1

Aie
−λix

∗

fi(r) +
S0

S2
1

J0(S1r)

J0(S1)− 2RWS1J1(S1)
−

S0

S2
1

(3.28)La temperatura di mes
olamento adimensionale, 
on il �usso di 
alorealla parete (positivo in direzione entrante nel sistema) e il numero di Nusseltlo
ale sono dati da:
Tb(x

∗) = 4

∫ 1

r=0

(1− r2)Trdr (3.29)
qW (x∗) =

q′′W
2k(T ′

a − T ′

0)/D
=

∂T

∂r

∣

∣

∣

∣

r=1

(3.30)
Nux = 2

∂T/∂r|r=1

TW − Tb
(3.31)Dalle Equazioni (3.20), (3.28), (3.29) segue:

Tb(x
∗) = −4

∞
∑

i=1

Aie
−λix∗

[

1

λi

dfi
dr

∣

∣

∣

∣

r=1

+
S2
1

λi

∫ 1

r=0

fi(r)rdr

]

+

+
S0

S2
1

1

J0(S1)− 2RWS1J1(S1)

8J2(S1)

S2
1

−
S0

S2
1

(3.32)Dall'Equazione (3.28), il �usso adimensionale di 
alore, Equazione (3.30),diventa:
qW (x∗) =

∞
∑

i=1

Aie
−λix∗ dfi

dr

∣

∣

∣

∣

r=1

−
S0

S2
1

S1J1(S1)

J0(S1)− 2RWS1J1(S1)
(3.33)Nel presente 
aso, la 
ondizione di 
ompleto sviluppo è ottenuta per x∗ →

∞ [11℄. In questa regione, la distribuzione adimensionale di temperatura,Equazione (3.28), è indipendente da x∗. Cal
olando il limite dell'Equazione(3.28) per x∗ → ∞, segue:
Tfd(r) =

S0

S2
1

J0(S1r)

J0(S1)− 2RWS1J1(S1)
−

S0

S2
1

(3.34)
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ompletamente sviluppato è ottenuto sostituendo leEquazioni (3.28), (3.32), (3.33) nell'Equazione (3.31) e 
al
olando il limiteper x∗ → ∞:
Nu∞ = 2

−S1J1(S1)

J0(S1)− 8J2(S1)/(S2
1)

(3.35)Per e�etto della generazione interna di 
alore, la temperatura del �uidosarà sempre superiore a quella ambiente. A�n
hé la soluzione qui proposta(3.34), non violi tale requisito �si
o, è ne
essario limitare i valori di indaginedel parametro S2
1 
ome segue:

S2
1 < a21ove a1 è la prima radi
e della seguente equazione, valida sia per il 
aso T3sia per il 
aso T :

J0(ai)− 2RWaiJi(ai) = 0 (3.36)Dalla Equazione (3.36) si osserva 
he ai è funzione solo di RW .In Tabella 3.1 sono riassunti i valori del parametro S2
1 , 
al
olati per diversivalori di RW . Si osserva 
he l'andamento a21(RW ) è de
res
ente 
on RW etende a zero quando RW tende all'in�nito. Non è dunque possibile il 
asoadiabati
o RW = 0 quando S2

1 > 0. Non vi è limite inve
e inferiore alparametro S2
1 . Il valore limite a21 
orrispondente al 
aso T (RW = 0) è ine

ellente a

ordo 
on quello 
al
olato da Forabos
hi e Di Federi
o [21℄ e daMori et al. [22℄.



38 3. Caso 
on generazione interna di 
alore variabileTabella 3.1: Valori del parametro a21

Rw a21

0 5.78

10−2 5.56

10−1 3.96

100 0.89

101 0.10

102 0.01

103 10−3

104 10−4Temperatura di parete uniformeNella letteratura, il 
aso T è stato analizzato da Forabos
hi e Di Federi
o [21℄.Nella presente analisi, questo 
aso è ottenuto per RW = 0. Dall'Equazione(3.28) segue:
T (x∗, r) =

∞
∑

i=1

Aie
−λix

∗

fi(r) +
S0

S2
1

J0(S1r)

J0(S1)
−

S0

S2
1

(3.37)Gli autovalori λi sono le radi
i della seguente equazione tras
endente(Equazione (3.22)):
fi|r=1 = 0 (3.38)L'Equazione (3.26) è an
ora soddisfatta. Quindi le 
ostanti Ai sono da-te dall'Equazione (3.27). La temperatura di mes
olamento adimensiona-le, Equazione (3.32) e il �usso di 
alore adimensionale alla parete (3.33),divengono:
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Tb(x

∗) = −4
∞
∑

i=1

Aie
−λix∗

[

1

λi

dfi
dr

∣

∣

∣

∣

r=1

+
S2
1

λi

∫ 1

0

fi(r)rdr

]

+

+
S0

S2
1

1

J0(S1)

8J2(S1)

S2
1

−
S0

S2
1

(3.39)
qW (x∗) =

∞
∑

i=1

Aie
−λix

∗ dfi
dr

∣

∣

∣

∣

r=1

−
S0

S2
1

S1J1(S1)

J0(S1)
(3.40)Il numero di Nusselt 
ompletamente sviluppato è ottenuto an
ora dall'E-quazione (3.35).Inoltre, nella presente analisi le funzioni fi(r) sono espresse 
ome funzionidi Poiseuille, Equazione (3.23), mentre in [21℄ sono state 
al
olate medianteil metodo di Frobenius.Parete adiabati
a (valido solo per S2

1 < 0)Un 
aso parti
olare della presente 
ondizione al 
ontorno di parete, Equazione(3.8), è quella di parete adiabati
a, ottenuta per RW → ∞. Dall'Equazione(3.28) segue:
T (x∗, r) =

∞
∑

i=1

Aie
−λix

∗

fi(r)−
S0

S2
1

(3.41)Gli autovalori λi sono le radi
i della seguente equazione tras
endente(Equazione (3.22)):
dfi
dr

∣

∣

∣

∣

r=1

= 0 (3.42)L'Equazione (3.26) è an
ora soddisfatta. Quindi le 
ostanti Ai sono da-te dall'Equazione (3.27). La temperatura di mes
olamento adimensionale,Equazione (3.32), diventa:
Tb(x

∗) = −4

∞
∑

i=1

Aie
−λix

∗ S2
1

λi

∫ 1

0

fi(r)rdr −
S0

S2
1

(3.43)
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on generazione interna di 
alore variabile3.1.1 Generazione interna di 
alore 
ostante 
on 
ondi-zioni al 
ontorno del terzo tipoIl sotto
aso 
on generazione di 
alore 
ostante (S2
1 = 0) sono ottenibili dallapresente soluzione 
on generazione 
ostante, Equazione (3.28) 
ome limiteper S2

1 → 0.
3.2 Risultati e dis
ussioneNelle prossime sezione verranno analizzati e dis
ussi i risultati, separatamenteper il 
aso 
on S2

1 > 0 e 
on S2
1 < 0.3.2.1 Caso 
on S2

1
> 0Sono stati 
al
olati i primi venti valori della 
ostante di separazione i per

RW = 0, 0.25, 25 e 0 ≤ S2
1 ≤ 2 in virtù dei quali il 
al
olo della temperaturaadimensionale, Eq.(3.28), risulta a

urato per x∗ ≤ 5 · 10−3. Nelle Tabelle3.2, 3.3, 3.4 sono riportati i primi die
i autovalori.Le radi
i delle equazioni (3.23), (3.38) e (3.42), 
he fornis
ono gli auto-valori λi 
ome funzione di Rw e S2

1 , sono state 
al
olate numeri
amente. Ilpresente 
al
olo è stato validato dal 
onfronto 
on al
uni risultati da lette-ratura [15℄,[20℄,[25℄,[26℄, 
ome sintetizzato nella Tabella 3.5. Gli autovaloriper Rw = 0 e S2
1 = 0 e quelli per Rw = 0.25 e S2

1 = 0 sono in e

ellente
orrispondenza 
on quelli forniti da Barr e Wiginton [25℄ e Hsu [20℄, rispetti-vamente. I presenti autovalori per Rw → ∞ e S2
1 = 0 sono an
he in e

ellente
orrispondenza 
on quelli forniti da Barr e Wiginton [26℄ e Sparrow e Siegel[15℄.



3.2 Risultati e dis
ussione 41Tabella 3.2: I primi die
i autovalori, RW = 0 (
aso T)N S2
1 = 0 S2

1 = 0.1 S2
1 = 1 S2

1 = 21 7.3135869 7.1884425 6.0601583 4.80223032 44.609461 44.463836 43.152553 41.6942173 113.92103 113.76732 112.38371 110.846034 215.24054 215.08209 213.65595 212.071325 348.56412 348.40241 346.94708 345.330146 513.89006 513.72593 512.24882 510.607717 711.21753 711.05150 709.55723 707.897098 940.54606 940.37846 938.87020 937.194509 1201.8753 1201.7065 1200.1864 1198.497710 1495.2052 1495.0352 1493.5051 1491.8052Dall'analisi delle Tabelle 3.2, 3.3, 3.4, si osserva 
he l'andamento λi(RW , S2
1),per un �ssato valore di S2

1 , è de
res
ente 
on RW . Per un �ssato valore di
RW , l'andamento λi(RW , S2

1) è de
res
ente 
on S2
1 e il valore della prima ra-di
e λ1 tende a zero quando S2

1 tende al valore limite a21(RW ) di Tab. 3.1.In�ne, si osserva 
he l'andamento λi(RW , S2
1) è indipendente da S2

1 quando
i → ∞.Nel Capitolo 2 e in [16℄ è stata analizzata l'in�uenza del termine S0 sulledistribuzioni adimensionali della temperatura di mes
olamento e di parete edel �usso termi
o alla parete ed è stato osservato 
he tali distribuzioni sonofortemente in�uenzate dal segno di S0, 
he �si
amente è positivo o negativoa se
onda 
he il �uido entri nel 
ondotto ad una temperatura inferiore osuperiore a quella dell'ambiente. Dal momento 
he l'in�uenza del termine S0è già stata oggetto di analisi nel Capitolo 2 e in [16℄, i risultati ottenuti nelpresente lavoro fanno riferimento ad un singolo valore di S0 (S0 = 10) e sono



42 3. Caso 
on generazione interna di 
alore variabileTabella 3.3: I primi die
i autovalori, Rw = 0.25N S2
1 = 0 S2

1 = 0.1 S2
1 = 0.5 S2

1 = 11 4.0000000 3.8475340 3.2346846 2.46171332 32.992650 32.807501 32.066382 31.1389163 93.027181 92.834651 92.064606 91.1022554 184.69703 184.50163 183.72020 182.743845 308.17107 307.97423 307.18706 306.203536 463.52136 463.32369 462.53318 461.545447 650.78560 650.58740 649.79476 648.804318 869.98611 869.78755 868.99345 868.001149 1121.1373 1120.9384 1120.1433 1119.149710 1404.2489 1404.0499 1403.2540 1402.2593
Tabella 3.4: I primi die
i autovalori, RW = 25N S2

1 = 0 S2
1 = 0.01 S2

1 = 0.02 S2
1 = 0.031 0.0792722 0.0593672 0.0394539 0.01953242 25.781377 25.761378 25.741382 25.7213873 83.977669 83.957669 83.937671 83.9176744 174.29374 174.27374 174.25374 174.233745 296.67259 296.65259 296.63259 296.612596 451.09157 451.07158 451.05158 451.031587 637.53894 637.51894 637.49894 637.478948 856.00765 855.98765 855.96765 855.947659 1106.4931 1106.4731 1106.4531 1106.433110 1388.9922 1388.9722 1388.9522 1388.9322



3.2 Risultati e dis
ussione 43�nalizzati all'analisi dell'in�uenza del parametro S2
1 .Nella Fig.3.2 viene mostrata l'in�uenza di S2

1 sulla distribuzione adimen-sionale della temperatura di mes
olamento e del �usso termi
o alla paretenei 
asi rispettivamente 
on RW = 0, 0.25, 25 e per S0 = 10. Si osserva 
he ledistribuzioni delle quantità Tb(x
∗) e qW (x∗) sono fortemente in�uenzate dalvalore assunto da S2

1 , in parti
olar modo nella regione di 
ompleto sviluppo eper valori 
res
enti di RW . In tale zona, inoltre, le distribuzioni sono indipen-denti dalla 
oordinata assiale. Per �ssati valori dei parametri adimensionaliSo, S2
1 e RW , esiste pertanto un limite superiore al valore di temperatura
he il �uido può raggiungere. Come già osservato in [16℄ , difatti, nella re-gione di 
ompleto sviluppo tutta la potenza termi
a generata viene 
edutaall'ambiente.Nelle appli
azioni, in modo da garantire una uniformità di trattamen-to termi
o all'alimento, la distribuzione di temperatura è bene sia piuttostouniforme in ogni sezione di passaggio del 
ondotto [5℄. Dai risultati in [16℄si può osservare 
he la distribuzione radiale della temperatura adimensionalepresenta apprezzabili disomogeneità parti
olarmente nella zona di 
omple-to sviluppo. Nella Fig.3.2.1 è stata pertanto rappresentata l'in�uenza di S2

1sulla distribuzione radiale della temperatura adimensionale nella regione di
ompleto sviluppo. Si può osservare 
he tanto più S2
1 è grande, tanto menola distribuzione di temperatura adimensionale nella regione di 
ompleto svi-luppo è uniforme. L'in�uenza è inoltre tanto più mar
ata quanto più RW èpi

olo.In [16℄ è stato osservato 
he nella regione di ingresso termi
o, in 
orri-spondenza di un parti
olare valore della 
oordinata assiale adimensionale, ilnumero di Nusselt lo
ale tende a ±∞. In questi 
asi, 
ome osservato an
heda Shah e London [11℄, non è più prati
abile il 
al
olo del �usso termi
o
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on generazione interna di 
alore variabile

Figura 3.2: Distribuzione adimensionale della temperatura di mes
olamentoe del �usso di 
alore alla parete (- - : Tb; �: qW ), S0 = 10; (a): RW = 0(
aso T); (b): RW = 0.25; (
): RW = 25
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ussione 45

Figura 3.3: Distribuzione della temperatura adimensionale nella regione di
ompleto sviluppo, S0 = 10; (a): RW = 0 (
aso T); (b): RW = 0.25; (
):
RW = 25



46 3. Caso 
on generazione interna di 
alore variabile

Figura 3.4: Numero di Nusselt lo
ale, regione di 
ompleto sviluppo (linea
ontinua: analisi presente; asteris
o [21℄; quadrati: [22℄);lo
ale s
ambiato alla parete se
ondo lo s
hema q′′W (x′) = hx(T
′

W − T ′

b). Lestesse osservazioni si estendono al 
aso oggetto della presente analisi. Nelpresente lavoro, pertanto, le distribuzioni del numero di Nusselt lo
ale nellaregione di ingresso termi
o non 
ompaiono.In Fig.3.4 è rappresentata l'in�uenza di S2
1 sul numero di Nusselt 
orri-spondente alla regione di 
ompleto sviluppo. Dalla Fig.3.4 si può osserva-re 
he i risultati ottenuti sono in e

ellente a

ordo 
on quelli prodotti daForabos
hi e Di Federi
o [21℄, per S2

1 = 1.4, e da Mori et al. [22℄, per S2
1 = 5.3.2.2 Caso 
on S2

1
< 0Nel presente paragrafo sono stati 
onsiderati valori negativi del parametroadimensionale S2

1 . Nell'appli
azione prati
a questo è il 
aso del ris
aldamentoohmi
o dei 
ibi nei ris
aldatori 
ollineari. Poi
hé la generazione di 
alore
ala quando la temperatura aumenta, i valori negativi di S2
1 introdu
ono un



3.2 Risultati e dis
ussione 47e�etto stabilizzante nel 
ampo della temperatura, . Ogni valore negativodi S2
1 è permesso (vedi appendi
e I per ulteriori dettagli). Viene dunqueanalizzata l'in�uenza dei parametri adimensionali S0, S2

1 . e Rw sulle quantitàdi 
alore trasmesso alla parete e sulla distribuzione radiale della temperaturaadimensionale.Sebbene il numero di Nusselt sia tradizionalmente il prin
ipale obiettivoin una presentazione di risultati di trasferimento di 
alore, 
i sono due prin
i-pali ragioni per non fornirlo nella presente analisi. Come osservato da Faghrie Sparrow [24℄ in un problema di trasferimento di 
alore di tipo 
oniugato,nel presente 
aso il numero di Nusselt lo
ale, Eq. (3.31), in
lude tre in
o-gnite, ∂T/∂r|r=1, Tw e Tb,e quindi per un dato valore di Nux, viene stabilitauna relazione tra queste tre in
ognite, ma non 
'è modo di ottenere i lorovalori e�ettivi. Inoltre, in 
orrispondenza di 
erte posizioni assiali spe
i�
he,dipendenti da Rw, S0, e S2
1 , la temperatura di parete e di mes
olamento rag-giungono lo stesso valore, portando ad una singolarità nella distribuzione di

Nux. In tali situazioni, 
ome osservato da Shah and London [11℄, il 
on
ettodi 
oe�
iente di trasferimento di 
alore perde il suo signi�
ato. Considerandoquesti difetti, è ne
essario mostrare i risultati per qw, Tb e Tw.Per tutti i 
asi do
umentati nel presente 
apitolo, sono 
onsiderati nel
al
olo venti autovalori λi. Questo assi
ura una a

urata distribuzione ditemperatura adimensionale per x∗ ≥ 5 · 10−3. I valori di λi e Ai per Rw = 0,0.25 e 25 e S2
1 = 0,−0.1,−1 e -10 sono riassunti nelle Tabelle 3.6, 3.7, 3.8,3.9, 3.10 e 3.11. Può essere osservato 
he λi 
res
e al 
alare di S2

1 . Inoltre,la di�erenza tra i valori di λi 
orrispondenti a due diversi valori di S2
1 sonomeno mar
ati al 
res
ere dell'indi
e i.In Fig.3.5 è mostrato il primo autovalore λ1 
ome funzione di S2

1 . Si puòosservare 
he quando S2
1 < −10, λ1 diventa indipendente da Rw. Inoltre,
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on generazione interna di 
alore variabile
Tabella 3.5: Confronto del presente 
al
olo degli autovalori 
on i risultati daletteratura per S2

1 = 0 (generazione di 
alore uniforme)
RW = 0N present [25℄1 7.313587 7.3135862 44.609461 44.6094513 113.921031 113.9210214 215.240543 215.2405405 348.564115 348.563965
RW = 0.25N Present [20℄1 4.000000 4.000002 32.99264983 32.992616973 93.0271811 93.02718244 184.6970279 184.69625415 308.1710673 308.2974106
RW → ∞N Present [26℄ [15℄1 25.679612 25.67961 25.67962 83.86176 83.86176 83.86183 174.16674 174.16673 174.1674 296.53630 296.53613 296.5365 450.94719 450.94702 450.947



3.2 Risultati e dis
ussione 49
Tabella 3.6: Autovalori per Rw = 0 
ome funzione di S2

1 (prima parte)
S2
1 = 0 S2

1 = −0.1N λi Ai λi Ai1 7.3135869 1.388203267 7.4386877 1.3400099922 44.6094611 0.31039996 44.7550708 0.3131548223 113.9210308 -0.39196801 114.0747427 -0.3929061374 215.2405433 0.371018314 215.3990012 0.371521955 348.5641154 -0.340038431 348.7258240 -0.3403607736 513.8900606 0.311565363 514.0541927 0.3117917157 711.2175327 -0.287178948 711.3835712 -0.2873474588 940.5460565 0.266511119 940.7136511 0.2666417939 1201.8753426 -0.248912282 1202.0442419 -0.24901674310 1495.2052025 0.233792828 1495.3752189 0.23387833111 1820.5355081 -0.220677136 1820.7064963 -0.22074846312 2177.8661682 0.209193174 2178.0380134 0.20925361113 2567.1971163 -0.199051229 2567.3697252 -0.19910311314 2988.5283022 0.190024507 2988.7015982 0.19006954615 3441.8596873 -1.602986155 3442.0336062 -0.18197334616 3927.1912414 0.174636383 3927.3657289 0.1746712717 4444.5229406 -0.168016796 4444.6979500 -0.16804785718 4993.8547652 -0.156452612 4994.0302563 0.16200909419 5575.1907558 0.151366851 5575.3626371 -0.15647770120 6188.5187300 -0.146670446 6188.6950833 0.151389584
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on generazione interna di 
alore variabile
Tabella 3.7: Autovalori per Rw = 0 
ome funzione di S2

1 (se
onda parte)
S2
1 = −1 S2

1 = −10N λi Ai λi Ai1 8.5626545 2.926201377 19.6287006 -0.4631596282 46.0648756 6.787110993 59.0874066 0.5416253783 115.4579720 10.74513713 129.2681523 -0.4821676924 216.8251032 14.72498228 231.0819154 0.4210642355 350.1812390 18.71313012 364.7379380 -0.3724020656 515.5314424 22.70531749 530.3091885 0.3343740367 712.8779864 26.69977502 727.8284206 -0.3041797348 942.2220717 30.69563604 957.3128508 0.2796978149 1203.5644042 34.69242575 1218.7725461 -0.25945179410 1496.9054311 38.68986212 1512.2138593 0.2424165711 1822.2454524 42.68776701 1837.6410356 -0.22786806112 2179.5846781 46.6860223 2195.0570411 0.21528356613 2568.9232608 50.68454657 2584.4640234 -0.20427747214 2990.2613142 54.68328185 3005.8635832 0.19455949415 3443.5989254 58.68218576 3459.2569429 -0.18590705916 3928.9361621 62.68122655 3944.6450556 0.17814666917 4446.2730784 66.68038001 4462.0286773 -0.17114106518 4995.6097176 70.67962732 5011.4084171 0.16478019919 5576.9461152 74.67895363 5592.7847724 -0.1589747820 6190.2823006 78.67834709 6206.1581538 0.153651566
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Tabella 3.8: Autovalori per Rw = 0.25 
ome funzione di S2

1 (prima parte)
S2
1 = 0 S2

1 = −0.1N λi Ai λi Ai1 4.0000000 4.271590864 4.1521725 4.0704988312 32.992650 -0.302858786 33.177743 -0.29573277623 93.027181 0.021286666 93.219717 0.01911878924 184.697028 0.028917692 184.892447 0.03002029315 308.171067 -0.039117946 308.367925 -0.03979557326 463.521362 0.039470475 463.719050 0.03993085947 650.785602 -0.037127246 650.983816 -0.03746071138 869.986106 0.034167801 870.184679 0.03442048229 1121.13726 -0.031252141 1121.33609 -0.031450184710 1404.24891 0.028583045 1404.44793 0.028742405211 1719.32812 -0.026204648 1719.52728 -0.02633562112 2066.38015 0.024105531 2066.57942 0.024215058313 2445.40901 -0.022256698 2445.60837 -0.02234963214 2856.41786 0.020625900 2856.61730 0.02070573515 3299.40922 0.017900974 3299.60872 -0.01925218816 3774.38515 -0.016757395 3774.58470 0.01796171317 4281.34733 0.015732851 4281.54692 -0.01681105118 4820.29718 -0.014811114 4820.49681 0.01578059219 5391.23591 0.013978533 5391.43557 -0.01485386420 5994.16453 -0.013223604 5994.36422 0.014017033
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on generazione interna di 
alore variabile
Tabella 3.9: Autovalori per Rw = 0.25 
ome funzione di S2

1 (se
onda parte)
S2
1 = −1 S2

1 = −10N λi Ai λi Ai1 5.5089197 2.759630691 18.105621 -0.2107094262 34.840864 -0.233477416 51.060880 0.2395249963 94.952734 -0.000344757 112.22680 -0.1866064264 186.65197 0.039966411 204.28750 0.1404789815 310.14046 -0.045914536 327.92958 -0.1087116456 465.49900 0.044088658 483.36472 0.0869295267 652.76843 -0.040471859 670.67695 -0.0715012638 871.97244 0.036701662 889.90695 0.0601789339 1123.1261 -0.033237687 1141.07739 -0.05160250910 1406.2396 0.030180445 1424.20227 0.04492831511 1721.3202 -0.027517258 1739.29092 -0.03961464712 2068.3733 0.025203043 2086.34989 0.03530163413 2447.4030 -0.023187811 2465.38400 -0.03174264114 2858.4126 0.021425668 2876.39690 0.02876389315 3301.4045 -0.019877168 3319.39144 -0.02623990816 3776.3809 0.018509303 3794.36991 0.02407812117 4283.3435 -0.017294744 4301.33416 -0.02220891118 4822.2937 0.01621092 4840.28571 0.02057902819 5393.2327 -0.01523917 5411.22584 -0.01914711620 5996.1616 0.014364011 6014.15564 0.017880623
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Tabella 3.10: Autovalori per Rw = 25 
ome funzione di S2

1 (prima parte)
S2
1 = 0 S2

1 = −0.1N λi Ai λi Ai1 0.079272 252.1198025 0.277871 71.494755992 25.78138 -0.792466616 25.98148 -0.7829865943 83.97767 0.251012897 84.17772 0.2486035674 174.2937 -0.122590849 174.4938 -0.1214327755 296.6726 0.07253569 296.8726 0.0718446046 451.0915743 -0.047898829 451.2915918 -0.0474373627 637.5389374 0.03397088 637.7389511 0.0336402398 856.0076526 -0.025334356 856.2076638 -0.0250855889 1106.4931376 0.019611863 1106.6931470 0.01941781810 1388.9922130 -0.015625938 1389.1922209 -0.01547030711 1703.5025701 0.012739068 1703.7025770 0.01261145212 2050.0224725 -0.010581589 2050.2224785 -0.01047503813 2428.5505768 0.008927136 2428.7505821 0.00883682614 2839.0858197 -0.007630798 2839.2858244 -0.00755327615 3281.6273431 0.006596313 3281.8273473 0.00652903916 3756.1744434 -0.005757708 3756.3744472 -0.00569877617 4262.7265355 0.005068545 4262.9265390 0.00501649318 4801.2831269 -0.004495368 4801.4831301 -0.00444905719 5371.8437988 0.004013579 5372.0438018 0.00397210920 5974.4081915 -0.00360477 5974.6081942 -0.003567418
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on generazione interna di 
alore variabile
Tabella 3.11: Autovalori per Rw = 25 
ome funzione di S2

1 (se
onda parte)
S2
1 = −1 S2

1 = −10N λi Ai λi Ai1 2.029258 9.203680541 16.88041 -0.0037086742 27.79091 -0.698193217 46.04580 0.0039568883 85.98283 0.22670612 104.35838 -0.0027042694 176.2970 -0.110914984 194.5830 0.0018584735 298.6749 0.065577159 316.8900 -0.0013591156 453.0933418 -0.043257367 471.2603 0.0010473367 639.5403308 0.030648091 657.6739142 -0.0008395618 858.0087868 -0.022835996 876.1184980 0.0006933999 1108.4940835 0.017664092 1126.5861086 -0.0005860610 1390.9930170 -0.014064419 1409.0715509 0.00050447611 1705.5032642 0.01145908 1723.5712493 -0.00044071912 2052.0230793 -0.009513189 2070.0826421 0.0003897413 2430.5511131 0.008021809 2448.6038305 -0.00034819314 2841.0862979 -0.006853822 2859.1333662 0.0003137815 3283.6277729 0.005922179 3301.6701169 -0.0002848816 3758.1748323 -0.005167253 3776.2131797 0.00026031617 4264.7268896 0.004547091 4282.7618212 -0.00023921918 4803.2834510 -0.004031481 4821.3154370 0.00022093319 5373.8440968 0.003598221 5391.8735220 -0.00020495120 5976.4084667 -0.003230701 5994.4356495 0.000190883
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Figura 3.5: Primi autovalori 
ome funzione di S2
1poi
hé λ1 
res
e al 
alare di S2

1 , l'estensione della regione di ingresso termi
o
ala al 
alare di S2
1 .L'in�uenza di S2
1 sulla distribuzione adimensionale di temperatura è rap-presentata in Fig.3.6 per la regione di 
ompleto sviluppo. Per valori �ssati di

Rw e S0 , la distribuzione adimensionale di temperatura diventa più piattaal 
alare di S2
1 . Inoltre, l'e�etto è più evidente per valori alti di Rw, dato 
hel'e�etto del ris
aldamento interno de
res
e al de
res
ere di S2

1 , la distribuzio-ne di temperatura nella regione di 
ompleto sviluppo tende a zero al 
alaredi S2
1 .In Fig.3.7 è mostrata l'in�uenza del parametro S2

1 sulle distribuzioni ditemperatura adimensionale di mes
olamento e del �usso di 
alore alla parete. Tutti i 
asi rappresentati si riferis
ono a S0 = −10 . Nell'appli
azioneprati
a, un valore negativo di S0 è il 
aso più frequente (questo per
hé T ′

0 >

T ′

a). In Fig.3.7 non è stata rappresentata la distribuzione di Tw . Questa
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alore variabile

Figura 3.6: In�uenza di S2
1 sulla distribuzione adimensionale di temperaturaper la regione di 
ompleto sviluppo, S0 = −10: (a): RW = 0 ; (b): RW =

0.25; (
): RW = 25



3.3 Considerazioni 
on
lusive 57distribuzione può essere ottenuta sulla base della distribuzione di qw, tramitel' Eq. (3.8). Dalla Figura 3.7, si può osservare 
he le distribuzioni di Tb e qwsono notevolmente in�uenzate dal parametro S2
1 , il 
ui e�etto è più mar
atonella regione di 
ompleto sviluppo. In questa regione, 
ome già osservatonel Capitolo 2 per il 
aso 
on generazione 
ostante, la distribuzione diventa
ostante 
on x∗. Per valori �ssati di Rw e S0, l'ordine di grandezza dellatemperatura adimensionale di mes
olamento e di parete e del �usso di 
alorealla parete 
res
e al 
res
ere di S2

1 �no a 0.In Fig.3.8 è mostrata l'in�uenza di S2
1 sul numero di Nusselt 
ompleta-mente sviluppato. Dato 
he nell'Eq.(3.35) la prima radi
e del denominatore
orrisponde ad un valore positivo del parametro S2

1 (S2
1 ≈ 29.61), la distri-buzione Nufd(S

2
1) non diventa mai singolare nell'intervallo di analisi. Si puòosservare 
he Nufd al 
res
ere di S2

1 �no a 0. Questo per
hé, quando 
res
e
S2
1 , l'in
remento di qw, fd è meno mar
ato rispetto a quello della di�erenza

(Tw − Tb)fd.3.3 Considerazioni 
on
lusiveConvezione laminare forzata stabile in 
ondotti 
ir
olari 
on generazione di
alore inversamente proporzionale alla temperatura mostra al
uni aspetti diinteresse:1. Nella regione di ingresso termi
o, la distribuzione di temperatura di-pende prin
ipalmente da S0 e Rw. L'e�etto del parametro S2
1 è piùmar
ato nella regione di 
ompleto sviluppo.2. Come già osservato per il 
aso 
on generazione 
ostante, nella regionedi 
ompleto sviluppo, i valori di Tw, Tb e q′′w sono 
ostanti rispettoalla 
oordinata assiale. Nell'appli
azione prati
a, questo signi�
a 
he
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Figura 3.7: In�uenza di S2
1 sulle distribuzioni adimensionali di Tb e qW ,

S0 = −10: (a): RW = 0 ; (b): RW = 0.25; (
): RW = 25; ( �� ��: Tb; ���:
q′′W )
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Figura 3.8: Variazione del numero di Nusselt 
ompletamente sviluppato 
on
S2
1 in questa regione tutto il 
alore generato viene trasferito all'ambientesenza ris
aldare ulteriormente il �uido.3. Il numero di Nusselt pertinente alla regione di 
ompleto sviluppo di-pende solo da S2

1 e può essere 
al
olato mediante un'esatta equazioneanaliti
a.4. Quando S2
1 ≥ 0 (generazione interna di 
alore 
ostante), le 
ondizionidi 
ompleto sviluppo 
orrispondenti al 
aso adiabati
o non sono mairaggiunte per Rw → ∞. Vi
eversa, per S2

1 < 0 (generazione di 
alo-re inversamente proporzionale alla temperatura), la distribuzione adi-mensionale di temperatura 
orrispondente al 
aso adiabati
o è sempreraggiunta per Rw → ∞.5. La generazione di 
alore inversamente proporzionale alla temperatura,



60 3. Caso 
on generazione interna di 
alore variabile
he per esempio è pertinente alle appli
azioni prati
he riguardo al ri-s
aldamento ohmi
o di 
ibi liquidi in un ris
aldatore 
ollineare, ha une�etto stabilizzante sulla distribuzione di temperatura.6. Valori positivi del parametro S2
1 vanno limitati ad un valore di soglia
he è funzione di RW , altrimenti la distribuzione di temperatura nellos
ambiatore diventa 
atastro�
a.3.4 Appendi
eIn questa Appendi
e si dimostra 
he

J0(S1)− 2RWS1J1(S1) = 0 (3.44)non ha radi
i per S2
1 < 0. Per S2

1 < 0, l'argomento delle funzioni di Bessel inEquazione (3.44) è puramente immaginario. Indi
ando 
on Iα(x) la funzionedi Bessel modi�
ata del primo tipo di ordine α, l'Equazione (3.44) può essereris
ritta 
ome:
I0(|S1|) + 2RW |S1|I1(|S1|) = 0 (3.45)Dal momento 
he |S1| è una quantità reale positiva, le funzioni I0(|S1|) e

I1(|S1|) sono reali positive [27℄. Quindi le Equazioni (3.44) e(3.45) non hannoradi
i.



Capitolo 4
Convezione laminare in 
ondotti
ilindri
i 
on 
ondizioni al
ontorno del terzo tipo egenerazione interna di 
alorevariabile e 
onduzione assiale di
alore nel �uido
La 
onduzione assiale di 
alore, sia nel �uido 
he lungo le pareti del 
ondotto,
ostituis
e un e�etto di preris
aldamento del �uido nella regione di ingressotermi
o. I risultati di s
ambio termi
o, pertinenti sia alla regione di ingressotermi
o, 
he a quella di 
ompleto sviluppo, possono essere dunque fortementein�uenzati dalla presenza della 
onduzione assiale di 
alore.L'e�etto della 
onduzione assiale di 
alore lungo le pareti del 
ondotto èparti
olarmente evidente per pareti molto 
onduttive e �uido po
o 
onduttivi61



62 4. Caso 
on 
onduzione assiale di 
alore nel �uido[34℄. Questo non è il 
aso del ris
aldamento ohmi
o in 
ondotti, dal momento
he in queste appli
azioni le pareti del 
ondotto sono 
ostituite da materialeisolante dal punto di vista elettri
o e termi
o.E' inoltre 
omunemente a

ettato in letteratura [11℄ 
he l'e�etto della
onduzione assiale di 
alore nel �uido sia signi�
ativo quando Pe < 100.Tuttavia, tale 
onsiderazione è sono stata desunta in studi pertinenti alla
onvezione laminare in 
ondotti in assenza di fenomeni generativi [11℄.Nel presente Capitolo viene studiata l'in�uenza della 
onduzione assialedi 
alore nel �uido in 
ondotti 
on generazione interna di 
alore. Il 
asodi interesse 
onsiste in un 
ondotto 
ilindri
o in regime di moto laminare
on 
ondizioni al 
ontorno del terzo tipo, generazione di 
alore variabile li-nearmente 
on la temperatura lo
ale del �uido e 
onduzione assiale di 
alorenel �uido. L'analisi del presente Capitolo 
ostituis
e dunque l'estensionedell'analisi del Capitolo 3, al 
aso 
on 
onduzione assiale di 
alore.4.1 Modello matemati
o e strategia risolutivaIl 
aso di interesse, rappresentato s
hemati
amente in Fig. 4.1, 
onsiste in un
ondotto 
ilindri
o attraversato da un �uido newtoniano in regime di motolaminare stazionario 
on generazione interna di 
alore variabile linearmente
on la temperatura lo
ale del �uido. Viene inoltre in
luso l'e�etto della
onduzione assiale. Il pro�lo di velo
ità è quello 
ompletamente sviluppato,mentre quello di temperatura è uniforme 
on valore pari a T ′

0. Si prendonoin�ne in 
onsiderazione i 
asi nei quali per x′ → ∞, la temperatura del �uidoassume un valore �nito.Il problema risulta essere des
ritto matemati
amente 
ome segue:Conservazione dell'energia:
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Figura 4.1: Rappresentazione s
hemati
a del 
aso di analisi
2Wρcp

(

1−

(

r′

D/2

)2
)

∂T ′

∂x′
= k

[

1

r′
∂

∂r′

(

r′
∂T ′

∂r′

)

+
∂2T ′

∂x2

]

+

+C · q′′′0 (1 + β ′

0(T
′ − T ′

0)),

〈

C = 0 per −∞ < x′ < 0

C = 1 per 0 < x′ < ∞
(4.1)Condizioni al 
ontorno:

T ′(x′ → −∞, r′) = T ′

0 per o < r′ < 1 (4.2)
∂T ′

∂r′

∣

∣

∣

∣

r′=0

= 0 per −∞ < x′ < +∞ (4.3)
−k

∂T ′

∂r′

∣

∣

∣

∣

r′=D/2

= 0 per −∞ < x′ < 0 (4.4)
−k

∂T ′

∂r′

∣

∣

∣

∣

r′=D/2

= U(T ′

W − T ′

a) per 0 < x′ < +∞ (4.5)Il problema è reso adimensionale 
on le seguenti regole:
x∗ = x′/(PeD/2)

r = r′/(D/2)

T = (T ′ − T ′

a)/(T
′

a − T ′

0)



64 4. Caso 
on 
onduzione assiale di 
alore nel �uidoLe Eq. (4.1) e le 
ondizioni al 
ontorno (4.2),(4.3),(4.4),(4.5) diventano:
(1− r2)

∂T

∂x∗
=

1

r

∂

∂r

(

r
∂T

∂r

)

+
1

Pe2
∂2T

∂x∗2

+C(S2
1T + S0)),

〈

C = 0 per −∞ < x′ < 0

C = 1 per 0 < x′ < ∞
(4.6)

T (x∗ → −∞, r′) = 1 (4.7)
∂T

∂r

∣

∣

∣

∣

r=0

= 0 per 0 < x∗ < +∞ (4.8)
∂T

∂r

∣

∣

∣

∣

r=1

= 0 per −∞ < x∗ < 0 (4.9)
∂T

∂r

∣

∣

∣

∣

r=1

+
1

2RW
T (x∗, r = 1) = 0 per 0 < x∗ < +∞ (4.10)I raggruppamenti adimensionali del problema sono dati da:

RW =
k

UD

S0 =
q′′′0 (1 + β ′

0(T
′

a − T ′

0))D
2)

4k(T ′

a − T ′

0)

S2
1 =

q′′′0 β
′

0D
2

4k

Pe =
ρcpWD

k

RW è la resistenza adimensionale dell'ambiente; S0 e S2
1dis
endono dall'adimensionalizzazione del termine generativo. La distri-buzione di temperatura adimensionale viene espressa 
ome segue:

T (x∗, r) =







Tup(x
∗, r) per x∗ < 0

Td(x
∗, r) per x∗ > 0

(4.11)
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Tup(x

∗, r) è soluzione di:
(1− r2)

∂Tup

∂x∗
=

1

r

∂

∂r

(

r
∂Tup

∂r

)

+
1

Pe2
∂2Tup

∂x∗2
(4.12)

Tup(x
∗ → −∞, r′) = 1 (4.13)

∂Tup

∂r

∣

∣

∣

∣

r=0

= 0 (4.14)
∂Tup

∂r

∣

∣

∣

∣

r=1

= 0 (4.15)
Td(x

∗, r) è soluzione di:
(1− r2)

∂Td

∂x∗
=

1

r

∂

∂r

(

r
∂Td

∂r

)

+
1

Pe2
∂2Td

∂x∗2
+ S2

1Td + S0 (4.16)
Td(x

∗ → ∞, r) < ∞ (4.17)
∂Td

∂r

∣

∣

∣

∣

r=0

= 0 (4.18)
∂Td

∂r

∣

∣

∣

∣

r=1

+
1

2RW
Td|r=1 = 0 (4.19)Alle Eq.(4.16), (4.17), (4.18), (4.19), vanno aggiunte le 
ondizioni di 
on-tinuità del valore lo
ale della temperatura e del �usso termi
o per x∗ = 0,ossia:

Tup(x
∗ = 0, r) = Td(x

∗ = 0, r) (4.20)
∂Tup

∂x∗

∣

∣

∣

∣

x∗=0

=
∂Td

∂x∗

∣

∣

∣

∣

x∗=0

(4.21)Utilizzando il metodo di separazioni delle variabili, la funzione Tup(x
∗, r)può essere espressa 
ome segue:



66 4. Caso 
on 
onduzione assiale di 
alore nel �uido
Tup(x

∗, r) = −1 +
∞
∑

i=1

Bigie
βix∗ (4.22)ove le funzioni gi sono soluzione di:

d2gi
dr2

+
1

r

dgi
dr

+
β2
i

Pe2
− (1− r2)βigi = 0 (4.23)
on 
ondizioni al 
ontorno date da:

dgi
dr

∣

∣

∣

∣

r=0

= 0 (4.24)
dgi
dr

∣

∣

∣

∣

r=1

= 0 (4.25)Indi
ando ora 
on:
ηi = (βi)

1/2

ai =
1

2

(

1−
Iηi
2

−
(Iηi)

3

2Pe2

)una generi
a soluzione delle Eq. (4.23), (4.24), (4.25), è data da quellafunzione di Poiseuille limitata lungo l'asse del 
ondotto, pe(r, ηi) in modo 
hela 
ondizione al 
ontorno di assialsimmetria, , (4.24), sia sempre soddisfatta[23℄:
gi(r) = pe(r, ηi) = e[−

Iηi
2

r2]
1F1

[

ai, 1, Iηir
2
] (4.26)I valori ammissibili della 
ostante di separazione βi sono le radi
i dell'e-quazione tras
endente data dalla Eq. (4.25). La ri
er
a di queste radi
i puòessere fa
ilmente 
ondotta per mezzo di una pro
edura numeri
a. È fa
i-le dimostrare 
he le funzioni gi(r), assieme alla 
ondizione al 
ontorno delse
ondo tipo data dalla Eq. (4.25), garantis
ono:
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∫ r=1

r=0

[

βn + βm

Pe2
− (1− r2)

]

gm(r)gn(r)rdr

〈

= 0 se n 6= m

6= 0 se n = m
(4.27)La funzione Td(x

∗, r) può essere espressa 
ome somma di due funzioni
T1(r) e T2(x

∗, r):
Td(x

∗, r) = T1(r) + T2(x
∗, r) (4.28)Dopo aver sostituito Eq. (4.28) nelle Eq. (4.16), (4.17), (4.18), (4.19), siottiene 
he la funzione T1(r) deve essere la soluzione di:

1

r

d

dr

(

r
dT1

dr

)

+ S2
1T1 + S0 = 0 (4.29)

dT1

dr

∣

∣

∣

∣

r=0

= 0 (4.30)
dT1

dr

∣

∣

∣

∣

r=1

+
1

2RW

T1|r=1 = 0 (4.31)La soluzione delle Eq. (4.29), (4.30), (4.31), è data da:
T1(r) =

S0

S2
1

J0(S1r)

J0(S1)− 2RWS1J1(S1)
−

S0

S2
1

(4.32)La funzione T2(x
∗, r), utilizzando il metodo di separazione delle variabili,può essere espressa 
ome segue:

T2(x
∗, r) =

∞
∑

i=1

Aie
−λix∗

fi(r) (4.33)Le funzioni fi(r) sono soluzione di:
d2fi
dr2

+
1

r

dfi
dr

+
λ2
i

Pe2
fi + S2

1fi + (1− r2)λifi = 0 (4.34)
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on 
ondizioni al 
ontorno date da:
dfi
dr

∣

∣

∣

∣

r=0

= 0 (4.35)
dfi
dr

∣

∣

∣

∣

r=1

+
1

2RW
fi(1) = 0 (4.36)Indi
ando ora 
on:

µi = (λi)
1/2

αi =
1

2

(

1−
µi

2
−

µ3
i

2Pe2
−

S2
i

2µi

)una generi
a soluzione delle Eq. (4.34),(4.35) è data da quella funzio-ne di Poiseuille limitata lungo l'asse del 
ondotto, pe(r, µi) in modo 
he la
ondizione al 
ontorno di assialsimmetria, Eq. (4.34), sia sempre soddisfatta[23℄:
fi(r) = pe(r, µi) = e[−

µi
2
r2]

1F1

[

αi, 1, µir
2
] (4.37)È fa
ile dimostrare 
he le funzioni fi(r), 
on la 
ondizione al 
ontorno delterzo tipo, Eq. (4.36), garantis
ono:

∫ r=1

r=0

[

λn + λm

Pe2
+ (1− r2)

]

fm(r)fn(r)rdr

〈

= 0 se n 6= m

6= 0 se n = m
(4.38)Dalle Eq. (4.28), (4.32), (4.33), si ottiene pertanto:

Td(x
∗, r) =

∞
∑

i=1

Aie
−λix

∗

fi(r) +
S0

S2
1

J0(S1r)

J0(S1)− 2RWS1J1(S1)
−

S0

S2
1

(4.39)
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ondizioni di 
ongruenza date dalle Eq. (4.20) e (4.21),e dalle Eq.(4.22) e (4.39) si ottiene dunque:
−1 +

∞
∑

i=1

Bigi =

∞
∑

i=1

Aifi +
S0

S2
1

J0(S1r)

J0(S1)− 2RWS1J1(S1)
−

S0

S2
1

(4.40)
∞
∑

i=1

βiBigi = −

∞
∑

i=1

λiAifi (4.41)Seguendo la pro
edura proposta da Lahjmri e Oubarra [33℄, si ottiene:
Am =

χm

δm
+

1

δm

∞
∑

i=1

Fm,iBi (4.42)
Bm =

φm

γm
−

1

γm

∞
∑

i=1

AiFi,m (4.43)ove:
χm =

∫ r=1

r=0

ξ(r)

[

λm

Pe2
+ (1− r2)

]

fm(r)rdr (4.44)
δm =

∫ r=1

r=0

[

2λm

Pe2
+ (1− r2)

]

f 2
m(r)rdr (4.45)

φm = −

∫ r=1

r=0

ξ(r)

[

βm

Pe2
− (1− r2)

]

gm(r)rdr (4.46)
γm =

∫ r=1

r=0

[

2λm

Pe2
− (1− r2)

]

g2m(r)rdr (4.47)
ξ(r) = −1 −

S0

S2
1

J0(S1r)

J0(S1)− 2RWS1J1(S1)
+

S0

S2
1

(4.48)
Fm,i =

∫ r=1

r=0

[

λm

Pe2
−

βi

Pe2
+ (1− r2)

]

fm(r)gi(r)rdr (4.49)



70 4. Caso 
on 
onduzione assiale di 
alore nel �uidoLa temperatura adimensionale di mes
olamento, il �usso termi
o s
am-biato alla parete (positivo se entrante nel sistema) e il numero di Nusseltlo
ale sono dati da:
Tb(x

∗) = 4

∫ r=1

r=0

(1− r2)Trdr (4.50)
qw(x

∗) =
q′′W

2k(T ′

a − T ′

0)/D
=

∂T

∂r

∣

∣

∣

∣

r=1

(4.51)
Nux = 2

∂T/∂r|r=1

TW − Tb)
(4.52)Nella regione per x∗ > 0, sulla base delle Eq. (4.11), (4.32), (4.33), le Eq.(4.50), e (4.51) divengono:

Tb(x
∗) = −4

∞
∑

i=1

Aie
−λix

∗

[

1

λi

dfi
dr

∣

∣

∣

∣

r=1

+

(

S2
1

λi
+

λi

Pe2

)
∫ r=1

r=0

fi(r)rdr

]

+

+
S0

S2
1

J0(S1r)

J0(S1)− 2RWS1J1(S1)

8J2(S1)

S2
1

−
S0

S2
1

(4.53)
qW (x∗) =

∞
∑

i=1

Aie
−λix

∗ dfi
dr

∣

∣

∣

∣

r=1

−
S0

S2
1

S1J1(S1)

J0(S1)− 2RWS1J1(S1)
(4.54)Nel presente 
aso di analisi, le 
ondizioni di 
ompleto sviluppo [11℄ sonoottenute per x∗ → +∞. In questa regione, la distribuzione di temperaturaadimensionale, Eq. (4.39), è indipendente da x∗. Cal
olando il limite dellaEq. (4.39) per x∗ → +∞, si ottiene quanto segue:

Tfd(x
∗, r) =

S0

S2
1

J0(S1r)

J0(S1)− 2RWS1J1(S1)
−

S0

S2
1

(4.55)



4.2 Risultati e dis
ussione 71Tabella 4.1: Radi
i upstream βiN Pe = 0.01 Pe = 0.1 Pe = 1 Pe = 5 Pe = 10 Pe = 1001 4.91·10−5 0.386526 0.49742 11.19909 37.16548 -2 0.038351 0.704903 4.187466 30.45471 90.53675 -3 0.101768 1.020686 7.35923 44.76645 115.1823 -4 0.164739 1.650403 13.66219 60.08493 142.4609 -5 0.25907 1.964931 16.80811 75.61142 172.0216 -Il numero di Nusselt 
orrispondente alla regione di 
ompleto sviluppo,dopo aver sostituito nell'Eq. (4.52), le Eq. (4.39), (4.53), (4.54), e avereoperato il limite per x∗ → +∞, diviene:
Nufd = 2

−S1J1(S1)

J0(S1)− 8J2(S1)/S2
1

(4.56)Dall'Eq. (4.56), si osserva 
he il numero di Nusselt 
orrispondente allaregione di 
ompleto sviluppo è funzione solo del parametri S2
1 ed è il medesimodi quello 
al
olato in assenza di 
onduzione assiale (v. Capitolo 2).4.2 Risultati e dis
ussioneNella presente analisi vengono presentati e dis
ussi i risultati per S2

1 < 0.Questo è il 
aso del ris
aldamento ohmi
o degli alimenti in ris
aldatori 
olli-neari. E' fa
ile dimostrare 
he, nella presente analisi, qualsiasi valore negativodi S2
1 è ammissibile.Si osserva inoltre 
he quando Pe ≥ 1 il valore di λ1 è indipendente dalvalore assunto dal numero di Pé
let stesso. Questo è 
onfermato an
he dai ri-sultati riassunti nelle Tabelle 4.1 e 4.2, 
he mostrano i primi 
inque autovalorisia della regione upstream 
he downstream.
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on 
onduzione assiale di 
alore nel �uidoTabella 4.2: Radi
i downstream λi (RW = 0.25 , S2
1 = −0.1)N Pe = 0.01 Pe = 0.1 Pe = 1 Pe = 5 Pe = 10 Pe = 1001 0.016273 0.159956 1.346296 2.826476 3.91842 4.1495732 0.042995 0.427209 4.011608 18.52 23.18798 32.976423 0.072921 0.726313 6.982701 22.83343 48.75014 91.604234 0.103674 1.033801 10.04979 37.93711 106.4653 178.66335 0.134723 1.344278 13.15085 47.08332 136.6865 291.6957Quando Pe < +∞, l'Eq. (4.25) ha più di una radi
e. Il 
al
olo delle
ostanti Am e Bm, Eq. (4.42) e (4.43), ai �ni presente analisi non verràsvolto.Dal momento 
he l'estensione della regione di ingresso termi
o è stretta-mente legata al primo autovalore, è stata 
on
entrata l'attenzione sulla primaradi
e della Eq. (4.36) in funzione di RW , S2

1 e Pe.In Fig. 4.2 è rappresentato l'andamento di λ1 
on Pe (S2
1 = −0.1). Siosserva 
he, quando Pe de
res
e, λ1 de
res
e. Ne deriva 
he l'estensione dellaregione di ingresso 
res
e al 
alare di Pe.Dalle Eq. (4.53), (4.54) si osserva 
he per x∗ → +∞, le distribuzioni Tb,fde qW,fd, per �ssati valori di RW , S0 e S2

1 , sono 
ostanti e sono le medesimedel 
orrispondente del 
aso senza 
onduzione assiale di 
alore (vedi Capitoli2 e 3). Nelle appli
azioni prati
he 
iò impli
a 
he, nella regione di 
omple-to sviluppo, tutta la potenza termi
a generata è 
eduta all'ambiente senzaris
aldare ulteriormente il �uido.A titolo di esempio, in Fig. 4.3 viene rappresentata l?in�uenza del numerodi Pé
let sulle distribuzioni adimensionali della temperatura di mes
olamentoe del �usso termi
o per �ssati valori di RW ,S0 e S2
1 (RW = 0.25, S0 =

−10, S2
1 = −0.1). Dal momento 
he, 
ome già dimostrato nella trattazione
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Figura 4.2: Andamento di λ1 
on Pe (S2
1 = −0.1)matemati
a del presente Capitolo, la 
ondizione di 
ompleto sviluppo nonè in�uenzata dal numero di Pé
let, tutte le 
urve 
onvergono allo stessoasintoto.Il numero di Pé
let in�uenza dunque solo l'estensione della regione diingresso termi
o, 
he 
res
e quando Pe 
ala. Questo è in a

ordo 
on quan-to già osservato nello studio della 
onvezione forzata in 
ondotti in assenzadi fenomeni generativi [11℄. Quando Pe 
ala, si osserva inoltre 
he il ri-s
aldamento del �uido è più graduale. In Figura 4.3 viene sinteti
amentemostrata l'in�uenza del numero di Pé
let sulle distribuzioni assiali di Tb e

qw per 0.01 ≤ Pe < ∞. Si osserva 
he la 
onduzione assiale di 
alore èsigni�
ativa per Pe < 100. Quando Pe > 100, i risultati 
he si ottengonodalla soluzione del modello matemati
o 
he 
ontempla la 
onduzione assialenel �uido, sono i medesimi di quelli ottenuti in assenza di 
onduzione assiale.L'in�uenza del numero di Pé
let è dunque signi�
ativa quando Pe < 100.
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Figura 4.3: Distribuzione adimensionale della temperatura di mes
olamentoe del �usso di 
alore alla parete al variare del numero di Pé
let (−−: Tb; −:
qw); RW = 0.25; S0 = −10; S2

1 = −0.1, Pe = 0.01, 0.1, 10, 100,∞).
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he questo risultato è in a

ordo 
on quanto già osservato nello studiodella 
onvezione forzata in 
ondotti in assenza di fenomeni generativi [11℄.4.3 Considerazioni 
on
lusiveLa 
onvezione forzata laminare in 
ondotti 
ilindri
i 
on generazione internadi 
alore ha al
une interessanti 
aratteristi
he:
• La 
onduzione assiale di 
alore non ha e�etto nella regione di 
ompletosviluppo. L'estensione della regione di ingresso termi
o 
res
e quando
Pe 
ala.

• L'estensione della regione di 
ompleto sviluppo 
res
e in termini di x∗quando Pe 
ala.
• Quando Pe > 10, λ1 diviene 
ir
a indipendente dal valore assunto dalnumero di Pé
let stesso. Si può pertanto a�ermare 
he l'e�etto delnumero di Pé
let è signi�
ativo quando Pe < 100.





Capitolo 5
Analisi di uno s
ambiatoreohmi
o a geometria 
ollineare
5.1 IntroduzioneQuesto 
apitolo tratta l'analisi termo�uidodinami
a di un ris
aldatore ohmi-
o 
ollineare 
ilindri
o in un �usso laminare per il trattamento di purea dialbi
o

he. Le proprietà elettri
he di questi 
ibi sono 
onos
iute in dettaglio[30℄.Tutte le altre proprietà del �uido, tranne la 
onduttività elettri
a, so-no 
onsiderate 
ostanti. Il �uido è assunto essere omogeneo. Dato 
he lapresenza di pi

ole parti
elle solide nel �uido ha un e�etto tras
urabile sul�usso [4℄, l'assunzione di �uido omogeneo è valida an
he per le appli
azionidi trattamento di liquidi 
on pi

ole parti
elle solide, 
ome pi

ole parti difrutta in un liquido. La loro presenza diventa signi�
ativa per un alto volumedi parti solide e quando la dimensione 
aratteristi
a delle parti
elle è dellostesso ordine di grandezza del tubo [4℄.Sotto queste ipotesi, è possibile ottenere una soluzione analiti
a per il77
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ampo termi
o [31℄, 
he porta al velo
e 
al
olo della distribuzione di tempe-ratura nel ris
aldatore.Le analisi dei 
ampi elettri
o e termi
o, è risolta tramite una pro
eduraiterativa. In un passo, viene 
al
olato il 
ampo elettri
o per una distribuzionedi temperatura nota, tramite un metodo numeri
o. Nel passo su

essivo, vie-ne 
al
olato il 
ampo termi
o utilizzando una soluzione analiti
a pertinenteal �usso laminare forzato di un �uido omogeneo in un 
ondotto 
ir
olare 
onla temperatura dipendente dalla generazione interna di 
alore e 
ondizioni al
ontorno 
onvettive [31℄, già dettagliata nel Capitolo 2.
5.2 Modello Matemati
o5.2.1 Des
rizione del sistemaLa geometria di interesse è mostrata in Fig 5.1. Un �uido 
he s
orre in un
ondotto di vetro 
ir
olare, elettri
amente isolante, è ris
aldato da due elet-trodi posizionati alle estremità del 
ondotto. I prin
ipali dati del dispositivosono riassunti in Tabella 5.1. La lunghezza della sezione ris
aldante è 2.5 m,il diametro interno è 0.05 m e quello esterno 0.06 m. Sulla parete esterna del
ondotto sono 
onsiderate 
ondizioni al 
ontorno 
onvettive. La temperatu-ra ambiente è stimata in T ′

a = 20◦C. La temperatura di ingresso del �uido è
T ′

0 = 40◦C. Il �uido 
onsiderato è purea di albi
o

he.La d.d.p. imposta agli elettrodi è ∆V = 2304V . Questo valore è statoselezionato mediante la pro
edura des
ritta in Sezione 5.5.
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Tabella 5.1: Dati prin
ipali dell'attrezzaturaProprietà valorediametro interno Di = 50 mmdiametro esterno De = 60 mmlunghezza L = 2.5 mtemperatura di ingresso T ′

0 = 40◦Cvoltaggio appli
ato 2304 V

Figura 5.1: Geometria di interesse
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ambiatore ohmi
o a geometria 
ollineare5.2.2 Assunzioni di baseAl �ne di analizzare un problema molto 
omplesso 
ome il ris
aldamentoohmi
o 
ollineare, sono ne
essarie diverse approssimazioni sempli�
ative. Lapurea di frutta è 
onsiderata 
ome �uido omogeneo. Tutte le proprietà termo-�si
he del �uido, all'infuori della 
onduttività elettri
a, sono 
ostanti. Dato
he la frutta è prin
ipalmente 
omposta di a
qua, le sue proprietà termo�si-
he sono 
onsiderate le stesse dell'a
qua. La 
onduttività elettri
a del �uidoè espressa 
ome funzione lineare della temperatura, 
ome segue:
σ = σ0(1 + κ0(T

′ − T ′

0)) (5.1)dove σ0 e β0 sono date da [30℄
σ0 = 0.998S/m (5.2)
κ0 = 0.0151/K (5.3)In ogni sezione trasversale del 
ondotto, la densità 
orrente è 
onsiderata
ostante. Nella soluzione del 
ampo termi
o, la generazione interna di 
aloreè espressa 
ome funzione lineare (de
res
ente) della temperatura. Vengonotras
urate la dissipazione vis
osa, la 
onduttività termi
a assiale nel �uido enella parete del 
ondotto.5.2.3 Equazioni di riferimento e strategia di soluzionePer un 
ondotto 
on pareti isolate elettri
amente, assumendo una densità 
or-rente 
ostante in ogni sezione trasversale del 
ondotto, il potenziale elettri
oV è la soluzione della seguente equazione di�erenziale [31℄:
∂

∂x

(

σ
∂

∂x
V

) (5.4)
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on le 
ondizioni al 
ontorno:
V |x=0 = +∆V/2 (5.5)
V |x=L = +∆V/2 (5.6)Il 
ampo termi
o, per un �uido omogeneo in �usso laminare in un 
on-dotto 
ir
olare ad alto numero di Pè
let (Pe>50) è la soluzione della seguenteequazione di�erenziale:

ρcp2W

(

1−

(

r′

D/2

)2
)

∂T ′

∂x′
= kf

1

r′
∂

∂r′

(

r′
∂T ′

∂r′

)

+ q′′′gen (5.7)
on le 
ondizioni al 
ontorno:
T ′(0, r′) = −1 per x′ = 0 (5.8)
∂T ′

∂r′

∣

∣

∣

∣

r′=0

= 0 per 0 < x′ < L (5.9)
−kf

∂T ′

∂r′

∣

∣

∣

∣

r′=D/2

= K
(

T ′|r′=D/2 − T ′

a

)

per 0 < x′ < L (5.10)La generazione di 
alore interna lo
ale è data da:
q′′′gen(x) = σ

(

∂V

∂x

)2 (5.11)Le equazioni (5.4) e (5.7) sono a

oppiate per via delle equazioni (5.1) e(5.11). Quindi, al �ne di risolvere il sistema di equazioni dato dalle Equazioni(5.4) - (5.11), è ne
essaria una pro
edura iterativa.La presente pro
edura iterativa può essere des
ritta 
ome segue:1. Viene assunta una distribuzione assiale di temperatura.2. Per una distribuzione assiale di temperatura nota, la 
onduttività elet-tri
a è 
al
olata dall'Equazione (5.1). Quindi, l'equazione di 
onserva-zione del 
ampo elettri
o, Eq. (5.4), 
on le 
ondizioni al 
ontorno, Eq.(5.5) e (5.6), è risolta tramite una pro
edura numeri
a.
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ambiatore ohmi
o a geometria 
ollineare3. La distribuzione della generazione interna di 
alore è 
al
olata usan-do l'Eq. (5.11) e viene linearizzata 
ome funzione della distribuzioneassiale di temperatura, 
ome segue:4. L'equazione di 
onservazione dell'energia viene risolta per via anali-ti
a, mediante la soluzione mostrata nel Capitolo 2. Maggiori detta-gli sono forniti nel paragrafo 5.3. Una nuova distribuzione assiale ditemperatura viene 
al
olata, e la pro
edura viene ripetuta dal passo 2.5.2.4 Campo Termi
oMentre la soluzione numeri
a dell'Eq. (5.4) 
on le 
ondizioni al 
ontorno Eq.(5.5) e (5.6), è immediata, è ne
essario des
rivere meglio al
uni dettagli dellasoluzione del 
ampo termi
o.Quando si esprime la generazione interna di 
alore 
ome funzione linearedella temperatura, l'Eq. (5.7) diventa:
ρcp2W

(

1−

(

r′

D/2

)2
)

∂T ′

∂x′
= kf

1

r′
∂

∂r′

(

r′
∂T ′

∂r′

)

+ q′′′0 (1 + β0(T
′ − T ′

0))(5.12)L' Eq. (5.12) è 
ompletata dalle 
ondizioni al 
ontorno, Eq. (5.8) - (5.10).La soluzione delle Equazioni (5.12), (5.8) - (5.10) è data da [31℄.
T ′(x, r)− T ′

a

T ′

a − T ′

0

=

∞
∑

i=1

Aie
−λix

∗

fi(ξ) +

+

(

S0

S2
1

J0(S1r)

J0(S1)− 2RWS1J1(S1)
−

S0

S2
1

) (5.13)dove:
RW =

kf
KDi
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S0 =

(q′′′0 (1 + β0(T
′

a − T ′

0))D
2
i

4kf(T ′

a − T ′

0)

S2
1 =

q′′′0 β0D
2
i

4kf

x∗ = x′/(PeDi/2)

ξ = r/(Di/2)

Ai =

∫ ξ=1

ξ=0

(

−1 + S0

S2

1

)

fi(ξ) (1− ξ2) ξdξ
∫ ξ=1

ξ=0
f 2
i (ξ) (1− ξ2) ξdξ

+

−

∫ ξ=1

ξ=0

S0/S2

1
J0(S1ξ)

J0(S1)−2RW S1J1(S1)
fi(ξ) (1− ξ2) ξdξ

∫ ξ=1

ξ=0
f 2
i (ξ) (1− ξ2) ξdξ

(5.14)
q′′′gen = q′′′0 (1 + β0(T

′

b(x)− T ′

0))

fi(ξ) = pe(ξ, µi) = e−µiξ2/2
1F1(αi, 1, µiξ

2)

µi = λ
1/2
i

αi =
1

2

(

1−
µi

2
−

S2
1

2µi

)ove λi sono le soluzioni della seguente equazione tras
endente:
dfi
dr

∣

∣

∣

∣

r=1

+
1

2RW
fi|r=1 = 0 (5.15)e possono essere fa
ilmente 
al
olate tramite una pro
edura numeri
a.La distribuzione di temperatura di mes
olamento, 
he è usata nella pre-sente pro
edura iterativa 
ome distribuzione assiale di temperatura, è datada:

T ′

b(x, r)− T ′

a

T ′

a − T ′

0

= −4
∞
∑

i=1

Aie
−λix∗

(

1

λi

dfi
dξ

∣

∣

∣

∣

ξ=1

+
S2
1

λi

∫ 1

0

fi(ξ)ξdξ

)

+

+
S0

S2
1

1

J0(S1)− 2RWS1J1(S1)

8J2(S1)

S2
1

−
S0

S2
1

(5.16)
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Figura 5.2: Distribuzione tipi
a del termine di generazione di 
alore 
omefunzione della temperatura di mes
olamento5.2.5 Stima del 
oe�
iente di trasferimento esterno di
aloreIl 
oe�
iente di trasferimento esterno di 
alore 
onvettivo è stimato 
ome
5W/m2K. Al �ne di tenere in 
onsiderazione il trasferimento di 
alore an
heper irraggiamento all'esterno, il 
oe�
iente di s
ambio termi
o 
on l'ambienteè stato 
onsiderato pari a αe = 10W/m2K.5.3 Risultati e dis
ussioneSono state analizzate l'in�uenza della portata in massa del 
ibo e l'in�uenzadello spessore dell'isolante termi
o.Per il 
ampo termi
o, Eq. (5.13), sono stati 
onsiderati nei 
al
oli 20autovalori λi Questo assi
ura un 
al
olo a

urato del 
ampo termi
o [31℄.In Figura 5.2 viene rappresentata una distribuzione di generazione di 
a-lore, tipi
a per la presente analisi, 
ome funzione della temperatura di mes
o-
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Figura 5.3: Distribuzione tipi
a della temperatura di mes
olamentolamento. La generazione interna di 
alore 
ala al 
res
ere della temperaturadi mes
olamento. La loro relazione è quasi lineare. La generazione internadi 
alore è molto alta nella sezione di ingresso, dove è dell'ordine di gran-dezza di 2MW/m3. Alla sezione di us
ita, la generazione interna di 
alore èdell'ordine di 1MW/m3.In Figura 5.3 è mostrata una distribuzione di temperatura di mes
olamen-to, tipi
a della presente analisi. Per questa appli
azione, il 
aso più frequenteè una temperatura di ingresso di 40◦C e una temperatura di us
ita di 100◦C.In Tabella 5.2 vengono riassunti i risultati 
he mostrano l'in�uenza dellostrato di isolante termi
o sul 
ondotto di vetro. I prin
ipali risultati sonoriportati in Tabella 5.3. Si può osservare 
he un isolamento di 5 
m di �bradi vetro è una s
elta ragionevole per questa appli
azione.I pro�li di temperatura radiale per questi 
asi sono rappresentati in Fi-gura 5.4. Si può osservare 
he il pro�lo 
orrispondente alla stessa stazioneassiale e ad un di�erente grado di isolamento termi
o hanno un andamen-
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Tabella 5.2: In�uenza dell'isolamento termi
o: 
asi d'analisiCaso portata in massa isolamento RW1 82.5 kg/h no 1.12 82.5 kg/h 5
m �bra di vetro 4.33 82.5 kg/h 17
m �bra di vetro 104 82.5 kg/h strato in�nito → ∞

Tabella 5.3: Risultati prin
ipali: in�uenza dell'isolamento termi
oCaso RW S0 S
2

1
T

′

out1 1.1 -96.6 -13.4 98◦C2 4.3 -98.2 -13.4 100◦C3 10 -98.6 -13.4 101◦C4 → ∞ -102.1 -13.3 105◦C
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Figura 5.4: Pro�li radiali di temperatura in 
orrispondenza di diverse sezionidel 
ondotto per i 
asi di studio di Tabella 5.3:(a): 
aso n. 1; (b): 
aso n. 2;(
): 
aso n. 3; (d): 
aso n. 4
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ambiatore ohmi
o a geometria 
ollineareTabella 5.4: In�uenza della portata in massa: 
asi d'analisi (nessunisolamento termi
o)Caso portata in massa Pe RW1 61.9 kg/h 2799 1.12 82.5 kg/h 3732 4.33 123.8 kg/h 5598 10to piuttosto simile. Il pro�lo di temperatura radiale è 
aratterizzato da unmassimo in r′ ≈ 0.8R, il 
he denota 
he il 
alore sia trasferito radialmen-te sia all'ambiente 
he al �uido 
he s
orre nel 
entro del 
ondotto. Inoltre,ogni pro�lo di temperatura radiale è po
o uniforme. Questo non è apprezza-to nella presente appli
azione, poi
hé porta ad un trattamento termi
o nonuniforme del 
ibo.In Tabella 5.4 viene mostrata l'in�uenza della portata in massa del �ui-do elaborato. La portata in massa da progetto (si veda la Sezione 5.5 permaggiori dettagli) è pari a 82.5 kg/h. Sono esaminati inoltre due altri 
asi:il primo è 
aratterizzato dalla riduzione del 15% della portata in massa daprogetto (portata in massa pari a 61.9 kg/h); il se
ondo è 
aratterizzato dal-l'in
remento del 50% della portata in massa (portata in massa pari a 123.8
kg/h).I risultati prin
ipali sono riassunti in Tabella 5.5. Dato 
he il presenteproblema non è lineare, la relazione tra la portata in massa e la temperaturaesterna è distante dalla linearità-In Figura 5.4 vengono mostrati i pro�li radiali di temperatura 
orrispon-denti a questi 
asi di analisi, per diverse sezioni del 
ondotto. Come osservatonella dis
ussione di 
ias
un pro�lo di temperatura radiale è 
aratterizzato dal-
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Figura 5.5: Pro�li radiali di temperatura in 
orrispondenza di diverse sezionidel 
ondotto per i 
asi di studio di Tabella 5.5:(a): 
aso n. 1; (b): 
aso n. 2;(
): 
aso n. 3
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ambiatore ohmi
o a geometria 
ollineareTabella 5.5: Risultati prin
ipali: in�uenza della portata in massaCaso Pe S0 S
2

1
T

′

out1 2799 -124.4 -13.8 133◦C2 3732 -96.6 -13.4 98◦C3 5598 -78.9 -13.0 74◦C4 → ∞ -102.1 -13.3 105◦Cla presenza di un massimo, 
he denota 
he il 
alore sia radialmente trasferitosia all'ambiente, 
he al �uido 
he s
orre nel 
entro del 
ondotto.5.4 Considerazioni 
on
lusiveIl metodo proposto per l'analisi di un ris
aldatore ohmi
o 
ollineare 
ilindri
oin �usso laminare presenta al
uni aspetti di interesse:
• La variazione della 
onduttività elettri
a del 
ibo ha un'elevata in�uen-za sulle previsioni.
• Il metodo è velo
e e a

urato. Mediante questo sistema, sono possi-bili diverse 
onsiderazioni di interesse prati
o, 
ome la determinazionedella temperatura del �uido alla sezione di us
ita del ris
aldatore, e il
al
olo del 
alore 
eduto all'ambiente. Inoltre, la possibilità di rappre-sentare i pro�li di temperatura radiale ad ogni sezione trasversale del
ondotto è di grande rilevanza prati
a, poi
hé 
onsente di veri�
are seil trattamento termi
o del 
ibo è uniforme o meno.
• Per il 
al
olo del 
ampo termi
o, l'assunzione di dipendenza linearedel termine di generazione di 
alore 
on la distribuzione assiale di
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e 91temperatura sembra valida.Sulla base di questi risultati, sono evidenziate an
he al
une 
onsiderazionidi interesse prati
o per il progetto di ris
aldatori ohmi
i 
ilindri
i:
• Valori negativi di S2

1 introdu
ono un e�etto stabilizzante sul 
apo ter-mi
o, per
hé la generazione interna di 
alore 
ala al 
res
ere dellatemperatura.
• Per il presente ris
aldatore ohmi
o, un valore diRW di ordine 10 sembraessere una s
elta ragionevole.5.5 Appendi
eConsiderando la parete del tubo 
ome adiabati
a, la generazione internadi 
alore e tutte le proprietà del �uido sono 
ostanti alla temperatura diriferimento T ′

m = (T ′

out − T ′

in)/2, da un bilan
o di energia globale segue 
he:
q′′′gen =

mcp(T
′

out − T ′

in)

πD2
iL/4

(5.17)Inoltre, sotto queste assunzioni, il potenziale elettri
o nel �uido è 
ostan-te 
on valore pari a V = ∆V/L. Quindi, l'Equazione (5.11), può esseresempli�
ata 
ome segue:
q′′′gen = σ(T ′

m)

(

∆V

L

)2 (5.18)Assumento 
ome temperatura di us
ita T ′

out = 105◦C, 
ome temperatura diingresso T ′

in = 40◦C e 
ome portata in massa m = 82.5Kg/h, segue dalleEquazioni (5.17),(5.18),(5.1), 
he ∆V deve essere dell'ordine di 2000 V.





Capitolo 6
Considerazioni 
on
lusive
A fronte del presente lavoro di Tesi, è possibile avanzare al
une 
onsiderazioni
on
lusive sia sull'aspetto fenomenologi
o della 
onvezione forzata laminarein 
ondotti 
ilindri
i 
on generazione interna di 
alore, sia sull'appli
azionedi ris
aldamento ohmi
o in generatori di tipo 
ollineare.Per quanto riguarda gli aspetti fenomenologi
i, si è osservato 
he nellaregione di 
ompleto sviluppo tutta la potenza termi
a generata dallo s
am-biatore viene dissipata all'ambiente. Pertanto, questa è una zona in 
ui il�uido non aumenta la propria temperatura e lo s
ambiatore di fatto nonris
alda ulteriormente l'alimento.E' stato approfondito l'e�etto della variazione della generazione di 
alorenel ris
aldatore, per via della variabilità della 
onduttività elettri
a dei 
ibi
on la temperatura.L'ipotesi di generazione di 
alore 
onstante nello s
ambiatore è validaquando il parametro di generazione S2

1 risulta essere 
ompreso nell'intervallo
−0.1 < S2

1 < 0.1. In tal 
aso, il numero di Nusselt asintoti
o assume lo stessovalore, indipendentemente dai parametri adimensionali del 
aso.Quando la variabilità del termine generativo assume un peso non tras
ura-93



94 6. Considerazioni 
on
lusivebile sui risultati, si è osservato 
he nel 
aso di generazione di 
alore 
res
ente
on la temperatura è possibile avere delle 
on�gurazioni 
he 
ondu
ono inteoria al 
atastro�smo. E' ne
essario pertanto limitare il parametro di ge-nerazione S2
1 entro un valore di soglia, 
he è stato dimostrato dipendere daiparametri adimensionali del problema mediante una formulazione 
ompleta-mente analiti
a. Valori negativi del parametro S2

1 hanno inve
e un e�ettostabilizzante sul 
ampo di temperatura entro lo s
ambiatore e sono pertantopreferibili nelle appli
azioni.Cosi 
ome nel 
aso di generazione di 
alore 
ostante, an
he nel 
aso digenerazione di 
alore variabile il numero di Nusselt 
ompetente alla regione di
ompleto sviluppo può essere 
al
olato per mezzo di una equazione analiti
aesatta ed è stato dimostrato dipendere solo dal parametro S2
1 . L'assunzione diparete adiabati
a, generalmente adottata nei problemi tradizionali di s
ambiotermi
o nei 
ondotti in assenza di fenomeni generativi nel 
aso di elevativalori del parametro RW , è dimostrato essere non appropriata per des
riverela regione di 
ompleto sviluppo quando S2

1 ≥ 0. Vi
eversa, tale assunzione èvalida per la regione di 
ompleto sviluppo quando la generazione interna di
alore è de
res
ente 
on la temperatura.Sono stati inoltre analizzati i possibili e�etti di preris
aldamento del �uidoper e�etto della 
onduzione assiale di 
alore. Dal momento 
he le paretidegli s
ambiatori ohmi
i sono generalmente 
ostituite da materiale isolante,l'e�etto di preris
aldamento per e�etto della 
onduzione del 
alore lungo lepareti del 
ondotto risulterà di po
o 
onto [34℄ e, pertanto, nel presente lavorodi Tesi è stato tras
urato. La 
onduzione assiale di 
alore nel �uido risultainve
e pertinente alle possibili appli
azioni 
he vedono l'elaborazione di unagrande quantità di �uido elaborato ma a basse velo
ità e, pertanto, è statapresa in analisi. Diversamente dai 
asi di s
ambio termi
o nei 
ondotti in



95assenza di fenomeni generativi [34℄, quando viene introdotto un termine digenerazione interna di 
alore, la 
onduzione assiale risulta non avere in�uenzasui parametri di s
ambio termi
o nella regione di 
ompleto sviluppo, madiviene 
on�nata solamente nella regione di ingresso termi
o. E' stato inoltremostrato 
he l'estensione di quest'ultima regione 
res
e quando il numero diPé
let 
ala. Similmente a quanto già assodato in letteratura in assenza difenomeni generativi [11℄, il numero di Pé
let ha in�uenza quando Pe < 100.Per 
ontro, il modello matemati
o 
he 
ompete al 
aso 
on 
onduzioneassiale di 
alore nel �uido non 
onsente una soluzione esatta delle equazioni,ma ri
hiede l'utilizzo di pro
edure di tipo iterativo per via del 
al
olo delle
ostanti 
he dis
endono dal metodo di separazione delle variabili. I tempidi 
al
olo pertanto risulteranno molto più elevati rispetto a quelli, piuttosto
ontenuti, del medesimo 
aso, ma 
on assenza di 
onduzione assiale del 
alore.Per via dei motivi elen
ati, non è stato ritenuto vantaggioso, a fronte delle
ompli
azioni di 
al
olo, utilizzare un modello di 
al
olo per l'appli
azioneoggetto del presente lavoro in 
ui sia in
luso l'e�etto della 
onduzione assiale.Una volta appli
ata la metodologia di 
al
olo sviluppata nel presente la-voro di Tesi per l'analisi di uno ris
aldatore ohmi
o 
ollineare 
ilindri
o in�usso laminare, è possibile avanzare una serie di 
onsiderazioni di 
aratterete
ni
o-prati
o. Il metodo di 
al
olo proposto è risultato molto velo
e e a
-
urato. Mediante di esso, è possibile determinare la temperature del �uidoalla sezione di us
ita del ris
aldatore e quanto 
alore è stato dissipato all'am-biente. E' inoltre possibile rappresentare i pro�li di temperatura per ognisezione trasversale del 
ondotto. Ciò è di fondamentale importanza prati
ain quanto 
onsente di veri�
are se il trattamento termi
o del 
ibo è uniformeo meno.Ai �ni del 
al
olo del 
ampo termi
o, l'assunzione di dipendenza lineare



96 del termine di generazione di 
alore 
on la temperatura sembra essere validae la variazione della 
onduttività elettri
a del 
ibo 
on la temperatura sembraavere una elevata in�uenza sui 
al
oli.Il modello matemati
o sviluppato sembra essere su�
ientemente detta-gliato dunque per l'analisi di uno s
ambiatore ohmi
o a geometria 
ilindri
a.Per l'analisi di geometrie si�atte, l'utilizzo di 
odi
i CFD sembra pertantonon 
ompetitivo rispetto al metodo proposto in termini di a

uratezza di
al
olo e, soprattutto, tempi di 
al
olo.Il metodo proposto può inoltre 
ostituire una base per la validazione diun metodo di 
al
olo CFD, 
he sarà poi destinato all'analisi di geometrie più
ompli
ate di quelle oggetto della presente analisi.Il metodo proposto può essere inoltre esteso, 
on qual
he �a

orgimento�ingegneristi
o, an
he al 
al
olo di s
ambiatori ohmi
i 
ompatti, 
he vedonouna su

essione di sezioni di ris
aldamento a geometria 
ilindri
a, tra loro
ollegate da giunzioni �ad U�. In tal 
aso, le 
ondizioni di temperatura dius
ita dal tubo i-esimo saranno utilizzate 
ome 
ondizioni di ingresso per il
ondotto su

essivo.Un possibile sviluppo del lavoro è ne
essariamente quello di 
ondurre una
ampagna di prove sperimentali in regime laminare sulla base delle qualipoter validare la metodologia proposta.Sarà inoltre ne
essario indagare il regime di moto turbolento. A tal �ne,la metodologia qui proposta resta valida, a patto di sostituire al pro�lo pa-raboli
o laminare, un pro�lo piatto, per una analisi grossolana (piston-�ow),o un pro�lo di tipo power-law, e di individuare le appropriate autofunzioni
he 
onsentano la soluzione del relativo problema di Sturm-Liouville.



Nomen
latura
Simboli generali
A 
ostante
cp 
alore spe
i�
o a pressione 
ostante J/kg K
D diametro interno del 
ondotto m
De diametro esterno del 
ondotto
f funzione ausiliaria
g funzione ausiliaria
F1 funzione ipergeometri
a di 
on�uenza
Iα funzione di Bessel modi�
ata del primo tipo di ordine α
Jα funzione di Bessel del primo tipo di ordine α
hx 
oe�
iente di s
ambio termi
o per 
onvezione, W/m2 K
k 
onduttività termi
a W/m K
K 
oe�
iente di trasferimento di 
alore dell'ambiente
Nux numero di Nusselt lo
ale
pe funzione di Poiseuille
Pe numero di Pé
let, Pe = RePr

Pr numero di Prandtl, Pr = νρcp/k97
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q′′ densità di �usso termi
o W/m2

q′′′o parte 
ostante del termine generativo W/m3

qW �usso di 
alore adimensionale alla parete
S0 parametro di generazione di 
alore adimensionale
S2
1 parametro di generazione di 
alore adimensionale

Re numero di Reynolds, Re = WD/ν

T ′ temperatura K
T temperatura adimensionale, T = (T ′ − T ′

a)/(T
′

a − T ′

o)

T ′

a temperatura dell'ambiente esterno K
U 
oe�
iente di s
ambio termi
o 
on l'ambiente W/m2 K
W velo
ità assiale media m/s
∆V voltaggio
r′ 
oordinata radiale m
r 
oordinata radiale adimensionale, r = r′/D/2

x′ 
oordinata assiale m
x∗ 
oordinata assiale adimensionale, x∗ = x′/(RePrD/2)

Simboli gre
i
α di�usività termi
a
β ′

0 parte variabile del termine generativo W/m3 K
λ 
ostante di separazione
µ 
ondizione ausiliaria, µ = λ1/2

ν vis
osità 
inemati
a m2/s
ρ densità kg/m3

σ 
onduttività elettri
a
χ 
oe�
iente di variazione della 
onduttività elettri
a 
on la temperatura



99Pedi
i
ρ in�nito
a ambiente
b mes
olamento
fd 
ompletamente sviluppato
i i-esimo
o iniziale
w parete
in isolante
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Appendi
e A
Listati Programmi
A.1 Plottaggio parametri s
ambio termi
o, 
a-so T, Capitolo 1fun
tion [x,Tb℄=figura_nusselt_e

_t% Questo è il 
aso T% Questa funzione 
rea la figura 
he plotta:% 1. twall adimensionale% 2. tbulk adimensionale% 3. nusseltQ_gen=[-10℄;x=linspa
e(5*10^-3,10,5000);x=0.39;n=size(x,2);n_autovalori=20;A_0=[1.476435407;-0.806123896;0.588762154;-0.4758504260.405021811;-0.355756506;0.319169053;-0.290735829101



1020.267891183;-0.249062533;0.233227793;-0.21969145-0.197683094;0.188586606;-0.180469193;0.173172450.160565111;-0.155072718;0.150027149;-0.145372945℄;A_1=[0.08333336;-0.15195858;0.127511124;-0.1084793950.094757115;-0.084520012;0.076593253;-0.0702614860.065074906;-0.060738663;0.057051883;-0.053873035-0.048654915;0.188586606;-0.044534017;0.0427775470.039730028;-0.038397593;0.037171117;-0.03603777℄;
df=[-1.014300459;1.349241622;-1.572319339;1.746004335-1.890857124;2.016466653;-2.12816475;2.229255418-2.321943339;2.407781165;-2.487908255;2.563188242.701757377;-2.766013677;2.82741798;-2.88626697-2.997262817;3.049806153;-3.100599747;3.149782326℄;landa=[7.313586916;44.6094611;113.9210308;215.2405433348.5641154;513.8900606;711.2175327;940.54605651201.875343;1495.205203;1820.535508;2177.8661682988.528302;3441.859687;3927.191241;4444.5229415575.190756;6188.51873;6833.850846;7511.183038℄;h=size(Q_gen,2);for k=1:hS=Q_gen(k);Tw_ad=0;Tb_ad=0;Nu=0;Tw=0;Tb=0;heat_flux=0;for i=1:n



103z=x(i);tbul
k=0;flusso=0;for j=1:n_autovaloritbul
k=tbul
k-4*((-1-S/4)*A_0(j)+S*A_1(j))...*exp(-z*landa(j))*df(j)/landa(j);flusso=flusso+((-1-S/4)*A_0(j)+S*A_1(j))...*exp(-z*landa(j))*df(j);end;tbul
k=tbul
k+S/6;flusso=flusso-S/2;heat_flux(i)=flusso;Nu(i)=+2*flusso/(-tbul
k);Tw(i)=0;Tb(i)=tbul
k;Tw(i)=0;end;hold onplot(x,heat_flux)hold onplot(x,Tb)hold onplot(x,Tw)hold onendfigure(2)plot(x,Nu,'k')



104A.2 Plottaggio parametri di s
ambio termi
o,
aso 
on Rw>0, Capitolo 1fun
tion [Tw,Tb,Nu,x℄=figura_nusselt_e

_t3_Rw_0_25% Questa funzione 
rea la figura 
he plotta:% 1. twall adimensionale% 2. tbulk adimensionale% 3. nusseltfigure(1)x=linspa
e(5*10^-3,10,500);%x=linspa
e(100,101,1);% Questi dati sono quelli 
he ho 
onsiderato per Hsu%x=[0.001 0.002 0.004 0.008 0.016 0.032 0.064% 0.128 0.256 0.512 1 2 4 8 16%℄;n=size(x,2);% Computazione Rw 0.25n_autovalori=28;Rw=0.25;A_0=[1.296108547;-0.447144982;0.246677318;-0.1634803850.119403829;-0.092615243;0.074830993;-0.0622741940.052995927;-0.045896416;0.040311491;-0.0358180940.032134903;-0.02906809;-0.024270718;0.022365481-0.020707855;0.019254263;-0.017970598;0.0168298160.169594659;-0.015810214;0.014894189;-0.0140673270.013317716;-0.012635434;0.012012156;-0.011440847℄;A_1=[0.091284333;-0.148572114;0.09654226;-0.0682839230.051673326;-0.040993145;0.033645122;-0.0283264580.024323585;-0.021216871;0.018745061;-0.016737791



1050.015079631;-0.013689826;-0.011498385;0.010621932-0.009856427;0.009182816;-0.008586092;0.0080542870.039479932;-0.007577746;0.007148605;-0.0067603940.006407747;-0.006086179;0.005791915;-0.005521753℄;f=[0.367879441;-0.332750883;0.30270284;-0.2807331390.263958061;-0.250604128;0.239625351;-0.2303728730.22242242;-0.215483759;0.209350761;-0.203872380.198934993;-0.194451205;-0.186584238;0.183102267-0.179870397;0.176858653;-0.174041952;0.171399109-0.114005282;-0.168912088;0.166565417;-0.0067603940.162241425;-0.160242342;0.158339567;-0.156525227℄;landa=[4;32.99264983;93.02718106;184.6970279;308.1710673463.5213624;650.7856016;869.9861065;1121.1372591404.24891;1719.328122;2066.380148;2445.409012856.41786;3774.385145;4281.347326;4820.2971825391.235909;5994.164531;6629.083928;6958.7606737295.994865;7994.89801;8725.793952;9488.68321110283.56625;11110.44348;11969.31528℄;Q_gen=[10℄;S=-277,Tb=0;Tw=0;Nu=0;grad_temp=0;Tb_ad=0;for i=1:nz=x(i);tbul
k=0;twall=0;for j=1:n_autovalori



106 twall=twall+((-1-Rw*S*(1+1/(4*Rw)))*A_0(j)+S*A_1(j))...*exp(-z*landa(j))*f(j);tbul
k=tbul
k+((-1-Rw*S*(1+1/(4*Rw)))*A_0(j)+S*A_1(j))...*exp(-z*landa(j))*(2/(landa(j)*Rw))*f(j);mu=landa(j)^0.5;a=0.5*(1-0.5*mu);b=1;
=0;%hyper=m
hgm_alternativo(a,b,
);% f_axial=(exp(0)*((-1-Rw*S*(1+1/(4*Rw)))*A_0(j)+S*A_1(j))...% *exp(-z*landa(j))*hyper)+f_axial;end;twall=twall+Rw*S;tbul
k=tbul
k+Rw*S+1/6*S;Tb(i)=tbul
k;Tw(i)=twall;Nu(i)=-twall/Rw*1/(twall-tbul
k);grad_temp(i)=-twall/(2*Rw);Tb_ad(i)=2*S*z-1;end;figure(1)hold onplot(x,Tw);hold onplot(x,Tb);hold onplot(x,grad_temp)figure(2)plot(x,Nu)



107A.3 Plottaggio pro�li radiali di temperatura adi-mensionale, RW > 0, Capitolo 1fun
tion [T℄=lo
ali_temperatura_revisited% Disegna i profili lo
ali di temperatura Rw = 0.25S=10;Rw=0.25;x=[5*10^-3;10^-2;10^-1;1;10℄qqq=size(x,2);n_autovalori=20;A_0=[1.296108547;-0.447144982;0.246677318;-0.1634803850.119403829;-0.092615243;0.074830993;-0.0622741940.052995927;-0.045896416;0.040311491;-0.0358180940.032134903;-0.02906809;-0.024270718;0.022365481-0.020707855;0.019254263;-0.017970598;0.0168298160.169594659;-0.015810214;0.014894189℄;A_1=[0.091284333;-0.148572114;0.09654226;-0.0682839230.051673326;-0.040993145;0.033645122;-0.0283264580.024323585;-0.021216871;0.018745061;-0.0167377910.015079631;-0.013689826;-0.011498385;0.010621932-0.009856427;0.009182816;-0.008586092;0.0080542870.039479932;-0.007577746;0.007148605℄;landa=[4;32.99264983;93.02718106;184.6970279308.1710673;463.5213624;650.7856016;869.98610651121.137259;1404.24891;1719.328122;2066.3801482445.40901;2856.41786;3774.385145;4281.3473264820.297182;5391.235909;5994.164531;6629.083928



1086958.760673;7295.994865;7994.89801℄;f_uno=[0.367879441;-0.332750883;0.30270284;-0.2807331390.263958061;-0.250604128;0.239625351;-0.2303728730.22242242;-0.215483759;0.209350761;-0.203872380.198934993;-0.194451205;-0.186584238;0.183102267-0.179870397;0.176858653;-0.174041952;0.171399109℄;T=zeros(1,1);Tb=zeros(1,1);for i=1:6z=x(i)T=0;Tb=0;for k=1:11r(k)=(k-1)/10;t=0;tbul
k=0;for j=1:n_autovalorif=0;mu=landa(j)^0.5;a=0.5*(1-0.5*mu);b=1;
=mu*r(k)^2;hyper=m
hgm_alternativo(a,b,
);% 
al
olo del valore lo
ale della funzione ipergeometri
a 
onfluentef=exp(-mu*(r(k)^2)/2)*hyper;t=t+((-1-Rw*S*(1+1/(4*Rw)))*A_0(j)+S*A_1(j))*exp(-z*landa(j))*f;tbul
k=tbul
k+4*((-1-Rw*S*(1+1/(4*Rw)))*A_0(j)+S*A_1(j))...*f_uno(j)*exp(-landa(j)*z)/(2*Rw*landa(j));end;T(k)=t+Rw*S*(1+1/(4*Rw))-S*(r(k)^2)/4;Tb(k)=tbul
k+Rw*S+1/6*S;end;



109hold onplot(T,r)hold on%plot(Tb,r)hold onend;
A.4 Distribuzione del numero di Nusselt lo
ale,Rw>0, Capitolo 1fun
tion [Nu,x℄=nusseltn_autovalori=15;S=0;Rw=0.25;% Questi sono 
al
olati per Rw=0.25A_0=[1.296108547;-0.447144982;0.246677318;-0.1634803850.119403829;-0.092615243;0.074830993;-0.0622741940.052995927;-0.045896416;0.040311491;-0.0358180940.032134903;-0.02906809;-0.024270718;0.022365481℄;A_1=[0.091284333;-0.148572114;0.09654226;-0.0682839230.051673326;-0.040993145;0.033645122;-0.0283264580.024323585;-0.021216871;0.018745061;-0.0167377910.015079631;-0.013689826;-0.011498385;0.010621932℄;f=[0.367879441;-0.332750883;0.30270284;-0.2807331390.263958061;-0.250604128;0.239625351;-0.2303728730.22242242;-0.215483759;0.209350761;-0.203872380.198934993;-0.194451205;-0.186584238;0.183102267℄;



110landa=[4;32.99264983;93.02718106;184.6970279308.1710673;463.5213624;650.7856016;869.98610651121.137259;1404.24891;1719.328122;2066.3801482445.40901;2856.41786;3774.385145;4281.347326℄;% ComputazioneS=0for k=1:6x=0;x(1)=0.001;Nu=0;for i=1:10000z=x(i);numeratore=0;denominatore=0;for j=1:n_autovalorinumeratore=-(1/Rw)*((-1-Rw*S*(1+1/(4*Rw)))*A_0(j)+S*A_1(j))...*exp(-z*landa(j))*f(j)+numeratore;denominatore=((-1-Rw*S*(1+1/(4*Rw)))*A_0(j)+S*A_1(j))...*exp(-z*landa(j))*(1-2/(landa(j)*Rw))*f(j)+denominatore;end;numeratore=numeratore-S;denominatore=denominatore-1/6*S;Nu(i)=numeratore/denominatore;x(i+1)=x(i)+0.001;end;x=x(1:10000);plot(x,Nu);hold on;S=S+0.2;



111end;
A.5 Caso adiabati
o 
on generazione interna di
alore 
ostante, distribuzione assiale dellatemperatura di parete adimensionalefun
tion [twall℄=adiabati
o_per_nussel_m
_adams(x,S)autovalori=19;%A=[0.403483218;-0.175110001;0.105591724;-0.073282403%0.055036506;-0.043484384;0.035595112;-0.029908474%0.02564012;-0.022333705;0.01970693;-0.017576465%0.015818439;-0.014346365;0.013098158;-0.012028181%0.011102191;-0.010294029;0.009583394;℄;%% Gli ho ri
al
olati le 
ostantiA=[0.319829457;-0.101619365;0.049796584;-0.0295555140.019572896;-0.013918755;0.01040647;-0.008075340.006449018;-0.005269317;0.004386371;-0.0037083190.003176297;-0.002751167;0.002406083;-0.002122130.001885669;-0.001686665;0.001517601℄landa=[25.679612;83.86175546;174.1667407;296.5362993450.9471942;637.3873368;855.8494988;1106.3289611388.822448;1703.327579;2049.842563;2428.3660162838.896841;3281.434151;3755.977222;4262.5254484801.078322;5371.635411;5974.196345℄;f=[-0.492516573;0.395508475;-0.345873677;0.314046481-0.291251457;0.2738069523890732;-0.259853028;0.248331964-0.238590398;0.230199255;-0.222863114;0.216370775



112-0.210566541;0.205332668;-0.200578167;0.19623142-0.192235144;0.188542876;-0.185116466℄;twall=0;for i=1:nz=x(i);tempe=0;for j=1:autovaloritempe=tempe+S/4*A(j)*f(j)*exp(-z*landa(j));end;tbul
k(i)=2*S*z-1;twall(i)=tbul
k(i)+S/16+tempe;end;%plot(x,twall)%hold on%plot(x,tbul
k)%hold on
A.6 Numero di Nusselt 
ompletamente svilup-patofun
tion [Nu℄=numero_nusselt_fully_devSo=1;S1_tutto=linspa
e(-100,-0.1,1000);% 
he 
oin
ide 
on S1 ^2 del modello matemati
o per un fatto di notazione% Il numero 5 dis
ende dal valore massimo limite al parametro S1^2, 
he si% ottiene per il 
aso Tn=size(S1_tutto,2)for i=1:nS1=S1_tutto(i);Nu(i)=-2*(S1)^0.5*besselJ(1,(S1)^0.5)/(besselJ(0,(S1)^0.5)...



113-8/(S1)*besselJ(2,(S1)^0.5));end;plot(S1_tutto,Nu,'k')hold on%plot(0,6,'ko') % il nostro ve

hiohold on%plot(0,6,'ks'); % mori et alhold on%plot(5,4.454,'ks') % Mori et alhold onS1=1;%Nu=-2*(S1)^0.5*besselJ(1,(S1)^0.5)/(besselJ(0,(S1)^0.5)-8/(S1)...% *besselJ(2,(S1)^0.5)); % il primo di FF64%plot(S1,Nu,'k*')hold onS1=4;%Nu=-2*(S1)^0.5*besselJ(1,(S1)^0.5)/(besselJ(0,(S1)^0.5)-8/(S1)...%*besselJ(2,(S1)^0.5)); % il se
ondo di FF64%plot(S1,Nu,'k*')hold onTitolo: Parametri di s
ambio termi
o, Rw=0.25fun
tion [qw,tw,tb℄=tw_tb_qwfigure(2)% In questo 
aso per Rw = 0.25n=500;x=linspa
e(0,10,n);So=10;Rw=0.25;%%%%%%%%%%% S1 = 0%%%%%%%%%%autovalori=20;



114A=[-6.863807959;1.197148749;-0.514641302;0.298043077-0.199689712;0.145760012;-0.11253474;0.090380588-0.074739713;0.063209786;-0.054418335;0.047530658-0.042013108;0.037510281;-0.033777288;0.030640463-0.027973567;0.02568286;-0.023697411;0.021962663℄;landa=[4;32.99264983;93.02718106;184.6970279308.1710673;463.5213624;650.7856016;869.98610651121.137259;1404.24891;1719.328122;2066.3801482445.40901;2856.41786;3299.409221;3774.3851454281.347326;4820.297182;5391.235909;5994.164531℄;fi=[0.367879441;-0.332750883;0.30270284;-0.2807331390.263958061;-0.250604128;0.239625351;-0.2303728730.22242242;-0.215483759;0.209350761;-0.203872380.198934993;-0.194451205;0.190352493;-0.1865842380.183102267;-0.179870397;0.176858653;-0.174041952℄;for j=1:n
oord_x=x(j);te=0;tb_e=0;for i=1:autovalorite=te+A(i)*fi(i)*exp(-landa(i)*
oord_x);tb_e=tb_e+A(i)*fi(i)/(2*Rw*landa(i))*exp(-landa(i)*
oord_x);end;tw(j)=te+Rw*So;tb(j)=4*tb_e+Rw*So+1/6*So;qw(j)=-1/(2*Rw)*tw(j);end;%plot(x,tw)hold on%plot(x,tb,'k--')



115plot(x,tb,'b')hold on%plot(x,qw,'k-')plot(x,qw,'b')%%%%%%%%%%% S1^2= 0.1%%%%%%%%%%S1=0.1;% questo per un fatto di pura notazione:% in questo 
odi
e S1 equivale all'S1^2 nel testo dell'arti
oloA=[-7.074925094;1.195695355;-0.512823246;0.2969317-0.198975303;0.145269281;-0.112179095;0.090111877-0.07452993;0.063041663;-0.054280693;0.047415961-0.041916099;0.037427186;-0.033705331;0.030577556-0.027918113;0.025633612;-0.023653388;0.021923078℄;landa=[3.847533996;32.80750118;92.83465127;184.5016262307.9742284;463.3236919;650.5874024;869.78754791120.938444;1404.049904;1719.128971;2066.1808832445.209653;2856.218429;3299.209728;3774.1856014281.147739;4820.097557;5391.036252;5993.964846℄;fi=[0.370861473;-0.333359232;0.302935645;-0.2808509270.264027604;-0.250649395;0.239656862;-0.2303959110.222439903;-0.215497423;0.209361696;-0.2038813040.198942397;-0.194457434;0.190357797;-0.1865888010.183106228;-0.179873865;0.176861712;-0.174044666℄;firdr=[0.317451091;-0.111453917;0.065675323;-0.0461653110.035465896;-0.028740038;0.024132669;-0.0207842650.018243416;-0.016250813;0.014647102;-0.0133290540.012226903;-0.011291831;0.010488669;-0.009791444



1160.00918057;-0.008640994;0.008160963;-0.007731167℄;for j=1:n
oord_x=x(j);te=0;tb_e=0;for i=1:autovalorite=te+A(i)*fi(i)*exp(-landa(i)*
oord_x);tb_e=tb_e+A(i)*(fi(i)/(2*Rw*landa(i))...-S1/landa(i)*firdr(i))*exp(-landa(i)*
oord_x);end;tw(j)=te+1/(2*Rw)*So/S1*besselJ(0,(S1)^0.5).../(1/(2*Rw)*besselJ(0,(S1)^0.5)-(S1)^0.5*besselJ(1,(S1)^0.5))-So/S1;tb(j)=4*tb_e+1/(2*Rw)*So/S1*(8/S1)*besselJ(2,(S1)^0.5).../(1/(2*Rw)*besselJ(0,(S1)^0.5)-(S1)^0.5*besselJ(1,(S1)^0.5))-So/S1;qw(j)=-1/(2*Rw)*tw(j);end;hold on%plot(x,tw)hold on%plot(x,tb,'k--')plot(x,tb,'g')hold on%plot(x,qw,'k-')plot(x,qw,'g')%%%%%%%%%%% S1^2= 0.5%%%%%%%%%%S1=0.5;% in realtà 
oin
ide 
on quello al quadrato ! se
ondo la notazione nuovaA=[-8.126014711;1.18984231;-0.50552792;0.292486057-0.19612042;0.143308867;-0.110758441;0.089038461



117-0.073691865;0.062369979;-0.053730747;0.046957658-0.041528448;0.037095117;-0.033417755;0.030326137-0.027696467;0.025436769;-0.023477422;0.021764847℄;landa=[3.234684559;32.06638204;92.06460565;183.7201995307.1870606;462.5331835;649.7947604;868.99345081120.143305;1403.25399;1718.332463;2065.3839092444.412305;2855.420777;3298.411824;3773.3874854280.349444;4819.299109;5390.237672;5993.166151℄;fi=[0.383123341;-0.33576164;0.303854297;-0.2813163960.264302806;-0.250828735;0.239781821;-0.2304873370.222509331;-0.215551712;0.209405163;-0.2039167920.198971848;-0.194482217;0.190378903;-0.1866069640.183122003;-0.179887676;0.176873891;-0.174055476℄;firdr=[0.323149321;-0.110741488;0.065313537;-0.045965750.035343074;-0.028658117;0.024074719;-0.0207414150.01821062;-0.016225012;0.014626345;-0.0133120410.012212739;-0.011279879;0.010478466;-0.0097826460.009172915;-0.008634281;0.008155035;0.007725899℄;for j=1:n
oord_x=x(j);te=0;tb_e=0;for i=1:autovalorite=te+A(i)*fi(i)*exp(-landa(i)*
oord_x);tb_e=tb_e+A(i)*(fi(i)/(2*Rw*landa(i))...-S1/landa(i)*firdr(i))*exp(-landa(i)*
oord_x);end;tw(j)=te+1/(2*Rw)*So/S1*besselJ(0,(S1)^0.5).../(1/(2*Rw)*besselJ(0,(S1)^0.5)-(S1)^0.5*besselJ(1,(S1)^0.5))-So/S1;tb(j)=4*tb_e+1/(2*Rw)*So/S1*(8/S1)*besselJ(2,(S1)^0.5)...



118/(1/(2*Rw)*besselJ(0,(S1)^0.5)-(S1)^0.5*besselJ(1,(S1)^0.5))-So/S1;qw(j)=-1/(2*Rw)*tw(j);end;hold on%plot(x,tw)hold on%plot(x,tb,'k--')plot(x,tb,'r')hold on%plot(x,qw,'k-')plot(x,qw,'r')%%%%%%%%%% S1^2= 1%%%%%%%%%%S1=1;% in realtà 
oin
ide 
on quello al quadrato ! se
ondo la notazione nuovaA=[-10.20336717;1.182447481;-0.496358493;0.286929307-0.192558212;0.14086408;-0.108986986;0.087699927-0.072646693;0.061532196;-0.053044715;0.046385874-0.041044752;0.036680729;-0.033058854;0.030012332-0.027419799;0.025191042;-0.02325774;0.021567293℄;landa=[2.461713305;31.13891546;91.10225493;182.7438386306.2035319;461.5454421;648.8043083;868.00113931119.149656;1402.259342;1717.337047;2064.3878892443.4158;2854.423874;3297.414593;3772.3899784279.351703;4818.301167;5389.239556;5992.167884℄;fi=[0.399236132;-0.338691125;0.304974006;-0.2818854090.264640125;-0.251049024;0.239935576;-0.2305999860.222594972;-0.215618743;0.209458876;-0.2039606750.199008288;-0.194512897;0.190405044;-0.18662947



1190.183141556;-0.179904801;0.176888998;-0.174068889℄;firdr=[0.330588609;-0.109793314;0.064852912;-0.0457142590.035188886;-0.028555461;0.024002173;-0.0206878010.018169599;-0.016192749;0.014600393;-0.0132907720.012195032;-0.011264939;0.010465712;-0.009771650.009163348;-0.008625892;0.008147626;-0.007719315℄;for j=1:n
oord_x=x(j);te=0;tb_e=0;for i=1:autovalorite=te+A(i)*fi(i)*exp(-landa(i)*
oord_x);tb_e=tb_e+A(i)*(fi(i)/(2*Rw*landa(i))-S1.../landa(i)*firdr(i))*exp(-landa(i)*
oord_x);end;tw(j)=te+1/(2*Rw)*So/S1*besselJ(0,(S1)^0.5).../(1/(2*Rw)*besselJ(0,(S1)^0.5)-(S1)^0.5*besselJ(1,(S1)^0.5))-So/S1;tb(j)=4*tb_e+1/(2*Rw)*So/S1*(8/S1)...*besselJ(2,(S1)^0.5)/(1/(2*Rw)*besselJ(0,(S1)^0.5)-(S1)^0.5...*besselJ(1,(S1)^0.5))-So/S1;qw(j)=-1/(2*Rw)*tw(j);end;hold on%plot(x,tw)hold on%plot(x,tb,'k--')plot(x,tb,'
')hold on%plot(x,qw,'k-')plot(x,qw,'
')



120A.7 Cal
olo quantità 
hi, delta, �, gammafun
tion [
hi,delta,fi,gamma℄=prin
ipale(So,S1,Rw,Pe)% Vedi UIT 09 per i simboli% Cal
olo autovalorimu_upstream=
al
olo_autovalori_upstream(Pe);% qui ho una 
ondizione di%adiabati
ità[m,n℄=size(mu_upstream');numero_autovalori_upstream=n;mu_downstream=
al
olo_autovalori_downstream(S1,Rw,Pe);% qui ho una 
ondizione al 
ontorno del terzo tipo[m,n℄=size(mu_downstream');numero_autovalori_downstream=5;% 
al
olo quantità
hi=0;delta=0;fi=0;gamma=0;for i=1:numero_autovalori_downstreammu_i=mu_downstream(i);
hi(i)=integrale_
hi(mu_i,So,S1,Rw,Pe);delta(i)=integrale_delta(mu_i,So,S1,Rw,Pe);endfor i=1:numero_autovalori_upstreammu_i=mu_upstream(i);fi(i)=integrale_fi(mu_i,So,S1,Rw,Pe);gamma(i)=integrale_gamma(mu_i,So,S1,Rw,Pe);



121end
A.8 
al
olo automati
o autovalori regione do-wnstreamfun
tion [funzione,radi
e,mu℄=
al
olo_autovalori_downstream(S1,Rw,Pe)% dati %n=1000;mu_max=20;finezza=mu_max/1000;% equazione tras
endente %mu=linspa
e(0.001,mu_max,n);funzione=0;for i=1:n% f1 è la derivatamu_i=mu(i);alfa_i=1/2*(1-mu_i/2-S1/(2*mu_i)-mu_i^3/(2*Pe^2));a=alfa_i;b=1;
=mu_i;hyper1=m
hgm_alternativo(a+1,b+1,
);hyper2=m
hgm_alternativo(a,b,
);f1=exp(-mu_i/2)*mu_i*(a)*hyper1-exp(-mu_i/2)*mu_i*hyper2;f2=exp(-mu_i/2)*1/(2*Rw)*hyper2;g=((f1+f2));funzione(i)=g;



122end% ri
er
a (grezza) degli zerin=find(funzione<10^-1);s=size(n,2);OPTIONS = OPTIMSET([℄);radi
e_tutte=0;for i=1:sj=n(i);valore_tentativo=abs(real(mu(j)));radi
e_tutte(i)=fzero(�radi
i_downstream,...valore_tentativo,OPTIONS,S1,Rw,Pe);end% eliminazione dei doppioni in radi
eradi
e=0;k=1;radi
e(1)=radi
e_tutte(1);valore=min(s,20)for i=1:sif k<valorea=radi
e(k)-radi
e_tutte(i);if abs(a)<finezza;elsek=k+1;radi
e(k)=radi
e_tutte(i);endendendA.9 Cal
olo automati
o autovalori upstreamfun
tion [radi
e℄=
al
olo_autovalori_upstream(Pe)



123% dati %n=10000;mu_max=10;% equazione tras
endente %mu=linspa
e(1,mu_max,n);funzione=0;for i=1:ni;% f1 è la derivatamu_i=mu(i);alfa_i=1/2*(1-(mu_i/2)*j-((mu_i)*j)^3/(2*Pe^2));a=alfa_i;b=1;
=(mu_i)*j;hyper1=KummerComplex(a+1,b+1,
);hyper2=KummerComplex(a,b,
);f1=(exp((-mu_i/2)*j)*mu_i*(alfa_i)*hyper1)*j-...(exp(-(mu_i/2)*j)*mu_i*hyper2)*j;g=f1;funzione(i)=abs(real(g));endplot(funzione);% ri
er
a (grezza) degli zerin=find(real(funzione<10^-1));s=size(n,2);OPTIONS = OPTIMSET([℄);radi
e_tutte=0;for i=1:sj=n(i);valore_tentativo=abs(real(mu(j)));



124 radi
e_tutte(i)=fzero(�radi
i_upstream,valore_tentativo,OPTIONS,Pe);endradi
e_tutte;% eliminazione dei doppioni in radi
eradi
e=0;k=1;radi
e(1)=radi
e_tutte(1)valore=min(s,20)sfor i=1:sif k<valorea=radi
e(k)-radi
e_tutte(i);if abs(a)<10^-8;elsek=k+1;radi
e(k)=radi
e_tutte(i);endendend
A.10 Pro
edura iterativa per la determinazio-ne delle 
ostanti di separazione A e Bfun
tion [A,B,Bnew℄=determinazione_
ostanti(B)Fi=textread('Integrale F.txt');F=0;dim=5;for i=1:dimfor j=1:dim



125k=dim*(i-1)+j;F(j,i)=Fi(k);end;endFdelta=textread('delta.txt');
hi=textread('
hi.txt');gamma=textread('gamma.txt');fi=textread('fi.txt');A=zeros(10,1);Bnew=zeros(10,1);differenza=10;iterazioni=0;while differenza>10^-4for i=1:dimsommatoria=0;for j=1:dimsommatoria=sommatoria+B(j,1)*F(i,j);endA(i)=sommatoria/gamma(i)+fi(i)/gamma(i);endfor i=1:dimsommatoria=0;for j=1:dimsommatoria=sommatoria+A(j)*F(j,i);endBnew(i)=1/delta(i)*(-sommatoria)+
hi(i)/delta(i);enddifferenza=norm(B-Bnew);B=Bnew;iterazioni=iterazioni+1;end



126iterazionidifferenza
A.11 
al
olo del valore lo
ale della funzioneipergeometri
a 
on�uente
fun
tion [hg℄=m
hgm_alternativo(a,b,x)% =======================================================% Purpose: This program 
omputes the 
onfluent% hypergeometri
 fun
tion M(a,b,x)using% subroutine CHGM% Input : a --- Parameter% b --- Parameter(b <> 0,-1,-2,...)% x --- Argument% Output: HG --- M(a,b,x)% Example:% a b x M(a,b,x)% -----------------------------------------% 1.5 2.0 20.0 .1208527185D+09% 4.5 2.0 20.0 .1103561117D+12% -1.5 2.0 20.0 .1004836854D+05% -4.5 2.0 20.0 -.3936045244D+03% 1.5 2.0 50.0 .8231906643D+21% 4.5 2.0 50.0 .9310512715D+25% -1.5 2.0 50.0 .2998660728D+16% -4.5 2.0 50.0 -.1806547113D+13% =======================================================hg=0;



127[a,b,x,hg℄=
hgm(a,b,x,hg);fprintf(1,[repmat(' ',1,1),'%5.1g',repmat(' ',1,3)...,'%5.1g',repmat(' ',1,3),'%5.1g','%20.10g' ' \n'℄,a,b,x,hg);%format(1x,f5.1,3x,f5.1,3x,f5.1,d20.10);endfun
tion [a,b,x,hg℄=
hgm(a,b,x,hg,varargin);% ===================================================% Purpose: Compute 
onfluent hypergeometri
 fun
tion% M(a,b,x)% Input : a --- Parameter% b --- Parameter(b <> 0,-1,-2,...)% x --- Argument% Output: HG --- M(a,b,x)% Routine 
alled: GAMMA for 
omputing â(x)% ===================================================ta=[℄;tb=[℄;xg=[℄;tba=[℄;pi=3.141592653589793d0;a0=a;a1=a;x0=x;hg=0.0d0;if(b == 0.0d0|b == -abs(fix(b)));hg=1.0d+300;elseif(a == 0.0d0|x == 0.0d0);hg=1.0d0;elseif(a == -1.0d0);hg=1.0d0-x./b;elseif(a == b);hg=exp(x);elseif(a-b == 1.0d0);hg=(1.0d0+x./b).*exp(x);elseif(a == 1.0d0&b == 2.0d0);hg=(exp(x)-1.0d0)./x;elseif(a == fix(a)&a < 0.0d0);



128 m=fix(-a);r=1.0d0;hg=1.0d0;for k=1:m;r=r.*(a+k-1.0d0)./k./(b+k-1.0d0).*x;hg=hg+r;end; k=m+1;end;if(hg ~= 0.0d0)return; end;if(x < 0.0d0);a=b-a;a0=a;x=abs(x);end;if(a < 2.0d0)nl=0; end;if(a >= 2.0d0);nl=1;la=fix(a);a=a-la-1.0d0;end;for n=0:nl;if(a0 >= 2.0d0)a=a+1.0d0; end;if(x <= 30.0d0+abs(b)|a < 0.0d0);hg=1.0d0;rg=1.0d0;for j=1:500;rg=rg.*(a+j-1.0d0)./(j.*(b+j-1.0d0)).*x;hg=hg+rg;if(abs(rg./hg)< 1.0d-15)break; end;end;else;



129[a,ta℄=gamma(a,ta);[b,tb℄=gamma(b,tb);xg=b-a;[xg,tba℄=gamma(xg,tba);sum1=1.0d0;sum2=1.0d0;r1=1.0d0;r2=1.0d0;for i=1:8;r1=-r1.*(a+i-1.0d0).*(a-b+i)./(x.*i);r2=-r2.*(b-a+i-1.0d0).*(a-i)./(x.*i);sum1=sum1+r1;sum2=sum2+r2;end; i=8+1;hg1=tb./tba.*x.^(-a).*
os(pi.*a).*sum1;hg2=tb./ta.*exp(x).*x.^(a-b).*sum2;hg=hg1+hg2;end;if(n == 0)y0=hg; end;if(n == 1)y1=hg; end;end;if(a0 >= 2.0d0);for i=1:la-1;hg=((2.0d0.*a-b+x).*y1+(b-a).*y0)./a;y0=y1;y1=hg;a=a+1.0d0;end; i=la-1+1;end;if(x0 < 0.0d0)hg=hg.*exp(x0); end;a=a1;x=x0;



130return;endfun
tion [x,ga℄=gamma(x,ga,varargin);% ==================================================% Purpose: Compute gamma fun
tion â(x)% Input : x --- Argument of â(x)%(x is not equal to 0,-1,-2,úúú)% Output: GA --- â(x)% ==================================================g=zeros(1,26);pi=3.141592653589793d0;if(x == fix(x));if(x > 0.0d0);ga=1.0d0;m1=x-1;for k=2:m1;ga=ga.*k;end; k=m1+1;else;ga=1.0d+300;end;else;if(abs(x)> 1.0d0);z=abs(x);m=fix(z);r=1.0d0;for k=1:m;r=r.*(z-k);end; k=m+1;z=z-m;else;z=x;end;



131g(:)=[1.0d0,0.5772156649015329d0,-0.6558780715202538d0...,-0.420026350340952d-1,0.1665386113822915d0,-.421977345555443d-1...,-.96219715278770d-2,.72189432466630d-2,-.11651675918591d-2...,-.2152416741149d-3,.1280502823882d-3,-.201348547807d-4...,-.12504934821d-5,.11330272320d-5,-.2056338417d-6,.61160950d-8...,.50020075d-8,-.11812746d-8,.1043427d-9,.77823d-11,-.36968d-11...,.51d-12,-.206d-13,-.54d-14,.14d-14,.1d-15℄;gr=g(26);for k=25:-1:1;gr=gr.*z+g(k);end; k=1-1;ga=1.0d0./(gr.*z);if(abs(x)> 1.0d0);ga=ga.*r;if(x < 0.0d0)ga=-pi./(x.*ga.*sin(pi.*x)); end;end;end;return;end
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