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ASPETTI CHIAVE  

• Confronto fra modellazione elastica e viscoelastica delle pareti dei vasi sanguigni. 

• Stima innovativa dei parametri viscoelastici per la modellazione delle pareti delle arterie. 

• Validazione del modello elastico mediante confronto con benchmark numerici. 

• Rilevanza della modellazione viscoelastica confermata da confronti con dati misurati in-vivo. 

1 INTRODUZIONE 

Il potenziale dei modelli matematici a sostegno della ricerca nel campo dell’emodinamica e della medicina 

cardiovascolare è stato ampiamente riconosciuto (Formaggia et al., 2009). Negli ultimi anni, i modelli di flusso 

sanguigno sono stati continuamente sviluppati, concentrandosi su diverse questioni chiave, significative per 

rappresentare adeguatamente la rete cardiovascolare umana. L’espulsione ciclica del sangue dal cuore risulta 

in impulsi di pressione e di portata che vengono trasmessi attraverso i vari compartimenti sanguigni con 

ampiezze e valori medi variabili. Queste variazioni sono determinate dalle proprietà meccaniche dei vasi 

sanguigni, alla base di un complesso meccanismo di interazione fluido-struttura (FSI), così come dall’anatomia 

dell’intera rete cardiaca (Nichols et al., 2011). La viscoelasticità delle pareti dei vasi sanguigni gioca un ruolo 

essenziale nel comportamento cardiovascolare (Salvi, 2012; Nichols et al., 2011), essendo una delle 

caratteristiche che deve essere realisticamente inclusa in un modello matematico per ottenere risultati numerici 

accurati. Quando si modella la meccanica della parete del vaso per mezzo di un semplice comportamento 

elastico, infatti, le informazioni relative all’isteresi (energia dissipata dagli effetti viscoelastici) si perdono e i 

picchi di pressione possono risultare sovrastimati (Alastruey et al., 2011; Montecinos et al., 2014). Fra i 

modelli viscoelastici lineari esistenti, è dimostrato che il modello Standard Linear Solid (SLS), qui scelto, 

fornisce una migliore rappresentazione della meccanica della parete del vaso rispetto al più frequentemente 

adottato modello Kelvin-Voigt (KV) (Alastruey et al., 2011; Montecinos et al., 2014), in quanto quest’ultimo 

non è in grado di descrivere un decadimento esponenziale nel tempo delle tensioni di parete (Lakes, 2009). 

2 MODELLO MATEMATICO E NUMERICO 

Il modello 1D di flusso sanguigno con sistema aumentato di FSI (a-FSI), presentato da Bertaglia et al. 

(2020), è qui applicato a casi studio reali su singole arterie, al fine di confermare la sua utilità quale strumento 

di supporto per applicazioni cliniche, diagnosi cardiovascolari e studio di patologie circolatorie. Le equazioni 

1D che regolano il flusso sanguigno si ottengono integrando le equazioni 3D di Navier-Stokes sulla sezione 

trasversale del vaso, assumendo la simmetria assiale del sistema (Formaggia et al., 2009). Per chiudere il 

sistema, è necessaria una legge costitutiva che correli la pressione interna al vaso all’area trasversale. Se tale 

legge è inclusa nel sistema di equazioni sottoforma di equazione alle derivate parziali, si ottiene il sistema a-

FSI qui discusso: 

 𝜕𝑡𝐴 +  𝜕𝑥(𝐴𝑢) = 0 (1a)  
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 𝜕𝑡𝑝 +  𝑑 𝜕𝑥(𝐴𝑢) = 𝑆 (1c) 
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dove 𝐴 rappresenta la sezione trasversale del vaso, 𝑢 la velocità del sangue mediata sulla sezione, 𝑝 la pressione 

interna del sangue, 𝜌 la densità del sangue, 𝑥 e 𝑡 rispettivamente lo spazio ed il tempo. 

Nell’Eq. (1b), 𝑓 = −2(𝜁 + 2)𝜇𝜋𝑢 è il termine relativo alle perdite di carico per attrito, con 𝜇 viscosità 

dinamica del sangue e 𝜁 parametro che dipende dal coefficiente di Coriolis. Il tipico profilo di velocità 

utilizzato per descrivere il flusso sanguigno, assialsimmetrico e che soddisfa la condizione di aderenza, è: 

 
𝑣(𝑥, 𝑟, 𝑡) = 𝑢

𝜁 + 2

𝜁
[1 − (

𝑟

𝑅
)

𝜁

] , (2)  

dove 𝑟 è la coordinata radiale ed 𝑅 è il raggio interno del vaso. L’Eq. (2) definisce diversi profili di velocità, 

dal quasi piatto al parabolico. Il profilo di velocità nella rete cardiovascolare umana è in media piuttosto 

smussato nelle arterie centrali (quali i tratti aortici), con la conseguenza che la scelta di 𝜁 =  9 fornisce il 

miglior compromesso in relazione ai dati sperimentali (Xiao et al., 2014). Un profilo parabolico è invece più 

adatto per le arterie più periferiche, come carotidi e arterie femorali. 

Nella legge costitutiva in forma differenziale, Eq. (1c), il parametro 𝑑 rappresenta il contributo elastico 

della parete del vaso (dipendente, oltre che da 𝐴, anche dallo spessore di parete ℎ0, dal modulo di Young 𝐸0 e 

dalla sezione trasversale di equilibrio 𝐴0), avente stessa formulazione qualora si caratterizzi la meccanica del 

materiale con un modello elastico (legge di Laplace) o con uno viscoelastico, scegliendo in questo contesto il 

modello SLS (Lakes, 2009); il termine sorgente 𝑆 (dipendente anche da 𝐸∞ modulo di Young asintotico e 𝜏𝑟 

tempo di rilassamento della parete del vaso) identifica invece la componente viscosa del comportamento di 

parete, essendo pertanto 𝑆 = 0 nel caso di modellazione elastica o 𝑆 ≠ 0 nel solo caso di modellazione 

viscoelastica: 
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(3)  

Per risolvere il sistema (1), si utilizza lo schema IMEX-SSP2(3,3,2), proposto da Pareschi & Russo (2005) 

per applicazioni a sistemi iperbolici con termini di rilassamento stiff. Si rimanda il lettore a quanto presentato 

da Bertaglia et al. (2020) per ulteriori dettagli sul modello. 

2.1 Condizioni interne e al contorno 

Per definire le condizioni al contorno, in ingresso si prescrive una curva di portata 𝑞𝑖𝑛 o di velocità 𝑢𝑖𝑛, 

estrapolata da misurazioni in-vivo (eco-Doppler o risonanza magnetica). In uscita, per simulare gli effetti di 

resistenza e capacità dei vasi periferici sulla propagazione delle onde di impulso in grandi arterie 1D, si utilizza 

il cosiddetto modello RCR o Windkessel a 3 elementi, che consiste in un resistore collegato in serie ad una 

combinazione in parallelo di una seconda resistenza ed un condensatore (Xiao et al., 2014). Si fissa quindi una 

pressione di uscita 𝑝𝑜𝑢𝑡 = 0, rappresentativa della pressione alla quale arriva il flusso nel sistema venoso (Xiao 

et al., 2014). Per imporre tali condizioni, sia in ingresso che in uscita, si ricorre agli Invarianti di Riemann 

associati ai campi genuinamente non lineari (Alastruey et al., 2012a). Volendo simulare anche delle 

biforcazioni, è possibile imporre delle condizioni interne di giunzione sempre mediante utilizzo degli 

Invarianti di Riemann e sfruttando le equazioni di conservazione della massa e di continuità della pressione 

totale (Alastruey et al., 2012a). Nell’imporre le condizioni interne e al contorno qui discusse, si trascurano 

localmente la viscosità delle pareti dei vasi e le perdite di carico, come da letteratura di riferimento (Alastruey 

et al., 2012a). 

3 PROCEDURA DI STIMA DEI PARAMETRI MECCANICI DI FSI 

Nel caso di caratterizzazione del comportamento della parete sanguigna mediante modello puramente 

elastico, l’unico parametro in gioco è il modulo di Young 𝐸0 (valore istantaneo coincidente con valore 

asintotico).  𝐸0 è valutato attraverso la celerità di riferimento 𝑐0, invertendo l’equazione di Moens Korteweg 

di definizione della celerità dell'onda (Nichols et al., 2011; Xiao et al., 2014). Il valore di riferimento di 𝑐0 

viene qui assunto come presentato da Müller & Toro (2014). 
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Figura 1. Test di modellazione della biforcazione iliaca. Risultati ottenuti applicando lo schema IMEX-SSP2(3,3,2) con modello 

elastico di parete per la risoluzione del sistema a-FSI, confrontati con 6 soluzioni numeriche 1D e una soluzione numerica 3D di 

benchmark, mutuate da Boileu et al. (2015). Grafici di portata in (a) punto medio dell’aorta, (b) punto finale dell’aorta, (c) punto medio 

dell’arteria iliaca e grafici di pressione in (d) punto medio dell’aorta, (e) punto finale dell’aorta, (f) punto medio dell’arteria iliaca. 

Quando si tiene conto della viscosità della parete del vaso, con il modello viscoelastico SLS, la componente 

elastica si definisce attraverso due diverse misure del modulo di Young, rappresentative del valore istantaneo 

(𝐸0) e di quello asintotico (𝐸∞). Il modulo elastico del sistema, infatti, cambia nel tempo seguendo la cosiddetta 

funzione di rilassamento (Bertaglia et al., 2020). La rapidità con cui il modulo elastico del materiale raggiunge 

la condizione asintotica dipende dal terzo parametro del modello, cioè dal tempo di rilassamento,                               

𝜏𝑟 = 𝜂 (𝐸0 − 𝐸∞) 𝐸0
2⁄ , dove 𝜂 rappresenta il coefficiente di viscosità della parete. Si deve infatti considerare 

che i materiali viscoelastici, quando sollecitati, accumulano tensione per poi rilasciarla gradualmente, nella 

fase di scarico, seguendo una curva di decadimento esponenziale nel tempo. In condizioni di carico cicliche, 

l'energia immessa nel sistema non viene totalmente recuperata durante il rilassamento del materiale, ma 

parzialmente dissipata, così come osservabile dai cicli di isteresi. La stima dei tre parametri viscoelastici che 

definiscono il modello SLS mira ad ottenere un sistema viscoelastico che tende al corrispondente elastico nel 

caso asintotico. Pertanto, adottando una modellazione viscoelastica, 𝐸∞ si impone uguale al modulo di Young 

del caso elastico (ottenuto a partire da 𝑐0). Per la determinazione di 𝜂, si è fatto riferimento ai termini di 

viscosità Γ stimati da Alastruey et al. (2012b) per il modello viscoelastico KV, sapendo che 𝜂 = 2Γ (ℎ0√𝜋)⁄ , 

con ℎ0 spessore di parete (assunto costante in 𝑥 e 𝑡). Infine, il valore istantaneo del modulo di Young viene 

stimato in modo da riprodurre perdite di energia in linea con valori medi ricavati da cicli di isteresi pubblicati 

in letteratura (ottenuti da misurazioni in-vivo effettuate su carotidi comuni di soggetti di diversa età da Salvi, 

2012). La relazione empirica, attraverso cui ricavare il modulo 𝐸0 viscoelastico, che restituisce il miglior fitting 

con i dati di riferimento disponibili risulta essere la seguente: 

 𝐸0 = 𝐸∞ 𝑒1.3∙10−5𝜂 . (4)  

4 RISULTATI E DISCUSSIONE 

Per validare il modello su casi studio vicini alla realtà, confermando la sua utilità quale strumento di 

supporto per applicazioni cliniche, sono stati simulate 3 casistiche di flusso arterioso differenti, riguardanti un 

tratto di aorta toracica, una carotide comune ed il tratto di biforcazione iliaca, seguendo benchmark di 

letteratura (Boileau et al., 2015). Al fine di effettuare un equo confronto con i risultati presentati da Boileau et 

al., 2015, ottenuti con 6 diversi modelli 1D ed un modello 3D di flusso sanguigno, per queste 3 simulazioni la 

parete del vaso è stata considerata semplicemente elastica. I risultati del test di modellazione della biforcazione 

iliaca sono riportati in Figura 1. 

Non avendo a disposizione in letteratura riferimenti di simulazioni di flusso sanguigno su singoli vasi 

assunti con pareti viscoelastiche, dati di velocità di flusso e di pressione, misurati in-vivo da quattro carotidi

(a) (b) (c) 

(d) (e) (f) 
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Figura 2. Test di modellazione dell’arteria carotide comune di un soggetto specifico. Risultati ottenuti applicando lo schema IMEX-

SSP2(3,3,2) con modello elastico e viscoelastico di parete per la risoluzione del sistema a-FSI. Grafici di portata in (a) ingresso, (b) 

punto medio, (c) uscita della carotide; grafici di pressione in (d) ingresso, (e) punto medio, (f) uscita della carotide. 

comuni e due arterie femorali di soggetti volontari, sono stati utilizzati per la validazione del modello 

presentato nella sua versione viscoelastica. L’onda di velocità estrapolata da ciascuno dei sei soggetti, ottenuta 

mediante misurazioni Doppler, viene prescritta come condizione di ingresso, come descritto nel paragrafo 2.1. 

L’onda di pressione misurata con tonometro PulsePen (DiaTecne srl, Milano, Italy) è invece confrontata con 

la pressione calcolata nell'ultima cella del dominio (essendo questa, per entrambi i tipi di arterie, la posizione 

considerata più vicina al punto di acquisizione dei dati). Queste simulazioni sono eseguite utilizzando sia il 

modello elastico che il modello viscoelastico, per valutare gli effetti della modellazione viscoelastica della 

parete del vaso.  I parametri del modello RCR in uscita sono calibrati secondo la procedura proposta da Xiao 

et al. (2014). I parametri viscoelastici, infine, sono stimati come presentato nel paragrafo 3. A titolo di esempio, 

si riportano i risultati del test di modellazione della carotide comune di uno dei volontari in Figura 2, dai quali 

si può verificare l’ottimo accordo fra onda di pressione misurata in-vivo e onda di pressione numerica ottenuta 

col modello a-FSI (Figura 2, pannello f).  
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